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кристаллизация льдов, фазовые переходы, течения жидкости, турбулентность, двухфазная 
зона, неустойчивость, тепломассоперенос 
 
В отчете представлены результаты исследований, выполненных по 3 этапу Государственного 
контракта № П1071 "Динамика фазовых переходов при замерзании льда и ее влияние на 
теплообмен между океаном и атмосферой" (шифр "НК-33П")  от 24 августа 2009 по 
направлению "Геофизика" в рамках мероприятия 1.2.1  "Проведение научных исследований 
научными группами под руководством докторов наук.", мероприятия 1.2 "Проведение 
научных исследований научными группами под руководством докторов наук и кандидатов 
наук" , направления 1 "Стимулирование закрепления молодежи в сфере науки, образования и 
высоких технологий." федеральной целевой программы "Научные и научно-педагогические 
кадры инновационной России" на 2009-2013 годы. 
 
Цель работы - аналитическое описание нестационарной нелинейной динамики 
кристаллизационных процессов при наличии двухфазной зоны на различных этапах 
затвердевания в зависимости от теплофизических параметров системы 
 
методы теоретического моделирования тепломасообменных процессов и задач с 
движущимися границами фазовых переходов, методы исключения и малого параметра, 
методы приближенной формулировки и анализа рассматриваемой проблемы 
 
1. Компьютеры уровня не ниже Intel Pentium IV. Лицензионное программное обеспечение 
(“Mathcad 14”, “Maple 9”, “Origin 7.5”). 2. Компьютеры, оснащенные математическими 
пакетами “Mathcad 14”, “Maple 9”, “Origin 7.5”, позволяющие проводить обработку 
полученных результатов и проведение теоретических расчетов. 3. Теории 
тепломассопереноса, двухфазной зоны, устойчивости и авторские методы решения подобных 
задач, развитые в предшествующие годы (см., например,  Д.В. Александров, А.П. Малыгин // 
Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; D.V. Alexandrov // J. Crystal Growth, 2001, V. 222, 
P. 816-821; D.V. Alexandrov, D.L. Aseev // J. Fluid Mech., 2005, V. 527, P. 57-66; D.V. 
Alexandrov, I.G. Nizovtseva // Int. J. Heat Mass Trans., 2008, V. 51, P. 5204-5208; Д.В. 
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Александров // Доклады АН, 2008, Т. 422, N 3, С. 322-326). Компьютеры уровня не ниже Intel 
Pentium IV. Лицензионное программное обеспечение (“Mathcad 14”, “Maple 9”, “Origin 7.5”). 
 
Были разработаны математическая модель и методы ее решения для дендритного роста льда 
(роста отдельно взятых выступов) при учете турбулизации жидкости на его поверхности. 
Данное исследование позволило изучить динамику роста изолированных дендритных 
структур, растущих в переохлажденной морской воде, с учетом течений жидкости вблизи 
межфазной границы лед – океан. Были разработаны модели и методы их решения для 
кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов образования и роста ложного 
дна. Данные исследования базировались на предыдущих работах коллектива авторов в 
данном направлении (Д.В. Александров, А.О. Иванов // Доклады АН, 2002, Т. 385, N 3, С. 
323-327; D.V. Alexandrov, A.P. Malygin // Int. J. Heat Mass Trans., 2006, V. 49, P. 763-769; Д.В. 
Александров // ЖЭТФ, 2009, Т. 135, вып. 5, С. 942-950; Д.В. Александров, А.П. Малыгин // 
Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; Д.В. Александров, И.Г. Низовцева, Доклады АН // 
2008, Т. 419, N 2, С. 262-265). Были определены температурное поле, поле солености, 
положение межфазной границы, исследована эволюция переохлаждения в жидкости, 
определены поправки к тепловому потоку, вызванные совместным замерзанием воды в 
трещинах льда (в направлении океана) и ростом ложного дна (в обратном направлении). 
Такое исследование позволило изучить динамику роста дендритных структур льда в 
метастабильной переохлажденной морской воде и определить влияние ложного дна на 
замерзание воды в трещинах льда. 
 
Аннотация. 
Проект направлен на решение фундаментальной проблемы теории фазовых превращений - 
исследование основных закономерностей структурно фазовых переходов в процессах тепло- 
и массопереноса, осложненных гидродинамическими и конвективными течениями жидкости, 
явлениями нуклеации и кинетики частиц, неустойчивостями поверхностей раздела фаз и 
другими нелинейными явлениями при замерзании океанических льдов. Предлагаемые в 
настоящем проекте исследования обладают несомненной новизной и значимостью для 
Российской Федерации, традиционно заинтересованной в изучении проблем севера 
(замерзание льдов и влияние этого процесса на тепловой бюджет планеты и климатические 
изменения). 
В соответствии с конкурсной документацией проведены следующие виды работ по третьему 
этапу (выполнена следующая последовательность действий): 
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1. Проведены теоретические исследования III этапа: разработана математическая модель 
дендритного роста льда при учете турбулизации жидкости на его поверхности. Разработана 
математическая модель кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов 
образования и роста ложного дна. Построены теоретические решения разработанных 
моделей. 
2. Подготовлены публикации результатов исследований для зарубежных журналов или 
рекомендованных ВАК по исследуемым проблемам. 
3. Выполнены обобщение и оценка результатов исследований в сравнении с современным 
научно-техническим уровнем. 
4. Разработаны рекомендации по использованию результатов НИР при создании научно-
образовательных курсов. Выполнено методическое обеспечение образовательного процесса. 
5. Разработаны рекомендации по возможности использования результатов проведенных НИР 
в реальных секторах экономики. 
 
Проведены теоретические исследования III этапа: В работе рассмотрен рост 
изолированного дендрита в жидкую фазу системы при наличии в ней набегающего потока. 
Термодиффузионная модель процесса основана на стефановском приближении фронтальной 
границы между растущим кристаллом и окружающей его жидкостью и гидродинамических 
уравнениях Осеена. Из условия микроскопической разрешимости на основе линейного 
анализа устойчивости получен критерий устойчивого роста двумерного параболического 
дендрита с учетом анизотропии поверхностного натяжения на межфазной границе кристалл-
расплав. Найденный критерий содержит ранее полученные критерии для роста 
изолированного дендрита в однокомпонентной среде с конвекцией жидкости и роста 
изолированного дендрита в неподвижной бинарной системе. Показано, что развиваемая 
теория справедлива при произвольных числах Рейнольдса и Пекле, определяемых скоростью 
набегающего на дендрит потока жидкости. Сделано обобщение теории на случай 
трехмерного дендритного роста. Теория дендритного роста адаптирована для кристаллизации 
в двухфазной зоне трехкомпонентных систем. В основной области фазовый переход 
претерпевает основной компонент, а в котектической – два компонента. Разработан метод 
построения точных аналитических решений задачи в основной и котектической двухфазных 
зонах. Метод сводится к переходу в уравнениях и граничных условиях модели к новой 
независимой переменной – доле жидкой фазы. На основе разработанного метода получены 
точные аналитические решения нелинейной системы уравнений с пограничными условиями 
на неизвестных границах фазовых переходов. Найдены распределения температуры и 
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концентраций примеси, доли твердой и жидкой фаз, скорость затвердевания и протяженности 
котектической и основной двухфазных зон. Показано, что концентрация примеси основного 
компонента убывает во всей области фазового превращения, а концентрация примеси второго 
примесного компонента имеет максимум в основной двухфазной области. Теория 
дендритного роста в области фазового перехода обобщена на случай турбулизации жидкости 
в океане. В работе развита математическая модель процесса кристаллизации при наличии 
анизотропной и неоднородной области фазового превращения с учетом конвективного 
тепломассопереноса. Изложен механизм нарушения устойчивости процесса, заключающийся 
в конвективном переносе тепла и примеси по заполненным жидкостью каналам области 
фазового перехода. Проведен линейный анализ устойчивости с учетом течения среды в 
жидкой фазе системы, диффузии примеси в двухфазной зоне и зависимости коэфициентов 
переноса от фазового состава среды. Найден параметр эволюции возмущений для 
изотропной, однородной и анизотропной, неоднородной сред; получены кривые нейтральной 
устойчивости процесса. Показано, что учет диффузии примеси и увеличение неоднородности 
зоны фазового перехода расширяют область неустойчивости, а уменьшение анизотропии 
приводит к ее сужению. Получен новый критерий конвективной (морфологической) 
неустойчивости процесса кристаллизации с двухфазной зоной, который существенно 
увеличивает область неустойчивости при возрастании скорости конвективного течения 
расплава. Разработана теория кристаллизации льда в трещинах от холодной границы с 
атмосферой, в которой учтены процессы роста второго слоя льда (ложного дна) снизу от 
океана к атмосфере вследствие проникновения талой воды в подледовое пространство в 
весенне-летний период времени. Показано что процессы кристаллизации сверху и снизу 
являются независимыми друг от друга вследствие того, что две зоны фазового перехода 
разделены между собой слоем пресной воды нулевой температуры. Определены 
распределения температуры, солености морской воды, доли твердой фазы в обоих 
двухфазных регионах. Найдены законы нестационарной миграции границ фазовых переходов 
и скорости их движения. 
 
Научные материалы, изложенные в отчете представляют собой единую теорию 
исследования нелинейных процессов направленной кристаллизации, протекающих при 
наличии зоны двухфазного состояния вещества в нестационарных условиях.  
Результаты выполнения НИР использованы и будут использованы: 
 
 
1. Для получения новых выводов и дальнейшего развития знаний о динамике фазовых 
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переходов при замерзании льда. 
2. Для обновления лекционных курсов, читаемых студентам, таких как «Аналитические 
методы механики сплошных сред», «Тепломассоперенос», «Физика», написания пособий и 
учебно-научных монографий. 
3. Для повышения квалификации молодых кадров в области геофизики, защиты 
кандидатских диссертаций членами группы, выполнения квалификационных работ членами 
группы - студентами. 
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 ВВЕДЕНИЕ 
 
 Актуальность проблем исследований. 
 
Поверхность полярных океанов претерпевает ежегодный цикл, в течение которого 
разница между минимальным и максимальным покрытием льда приблизительно составляет 
8000000 кв. км. в Арктике и 18000000 кв. км. в Антарктике. В Арктическую зиму половина 
поверхностного теплового потока, отводимого в атмосферу, вызвана скрытой теплотой 
кристаллизации, которая составляет одну шестую часть испускаемого в атмосферу тепла (J.P. 
Peixoto and A.H. Oort, Physics of Climate, 1992, American Institute of Physics). Другими 
словами, замерзание льдов вносит очень важный вклад в энергетический бюджет атмосферы. 
Деформации молодых льдов регулярно вызывают трещины, известные в литературе как 
"leads", которые составляют от нескольких метров до нескольких километров в ширину. Это 
приводит к тому, что в Арктическую зиму относительно теплая вода (-2 градуса по Цельсию) 
в этих образованиях, находящаяся в тепловом контакте с холодной атмосферой (от -30 до -60 
градусов по Цельсию) над ней, быстро покрывается тонким слоем льда. В течение суток лед в 
этих трещинах вырастает до десяти сантиметров, что является слабо сравнимым с 
окружающим эти образования льдом, типично имеющим толщину нескольких метров. 
Современные наблюдения показывают, что тепло, излучаемое через эти трещины в 
атмосферу, примерно составляет 300 Вт/кв.м. или в 15 раз больше, чем с поверхности 
окружающего льда (J. Morison et.al. The Leadex Experiment, 1993, Eos. Trans. AGU, Vol. 74, P. 
393-397). Поэтому, хотя такие образования по площади поверхности занимают менее 10 
процентов области поверхности, они ответственны за потерю, грубо говоря, половины 
океанического теплового потока. 
Исследования данной проблематики берут начало с конца 19 века с работ Джозефа 
Стефана. В физике хорошо известен закон, открытый Стефаном в 1879 году и впоследствии 
выведенный Людвигом Больцманом из статистической термодинамики. Этот закон, закон 
излучения черного тела Стефана Больцмана, имеет большое значение в полярных 
исследованиях позволяя определить поверхностную температуру льда. Различные полярные 
экспедиции конца 19 века поставили вопрос об адекватном математическом описании 
явлений кристаллизации льда. Первая математическая модель такого процесса была 
предложена Стефаном и традиционно называется моделью Стефана с плоским фронтом. 
Впоследствие, подход Стефана стал применяться для моделирования процессов 
затвердевания расплавов. Это объясняется схожестью физической картины затвердевания 
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расплава и замерзания морской воды. 
Математическое описание процессов кристаллизации основывается на уравнениях 
тепло- и массопереноса, записываемых во всех существующих фазах, и граничных условиях, 
имеющих смысл непрерывности, скачка или баланса температурного и концентрационного 
полей. Решение проблем подобного типа осложняется присутствием одной или более 
подвижных границ, перемещающихся, вообще говоря, с заранее неизвестной скоростью. 
Кроме того, задачи указанного типа, как правило, содержат нелинейности в граничных 
условиях, а зачастую, и в самих уравнениях переноса. Поэтому универсальных методов 
решения таких проблем не существует и в каждом конкретном случае следует подбирать 
определенный подход к решению. Следует особо подчеркнуть, что численное решение, 
основывающееся на фиксации большинства параметров системы, не во всех ситуациях может 
выполнять прогнозирующую роль и, как следствие, возникает необходимость получения 
приближенных аналитических решений, показывающих и выявляющих доминантную роль 
тех или иных характеристик системы. Вместе с тем, до настоящего времени были известны 
подходы получения аналитического решения либо стационарных задач, либо фронтальных 
автомодельных задач с движущимися границами. Однако, эти приближения работают далеко 
не всегда и являются непригодными для описания большинства нестационарных проблем 
особенно на начальных и конечных этапах процессов. В настоящей работе, на основе данных 
наблюдений и натурного эксперимента, излагаются оригинальные подходы аналитического 
описания нестационарных нелинейных проблем кристаллизации растворов и расплавов при 
наличии зоны двухфазного состояния вещества. 
 
Цели и задачи работы. Аналитическое описание нестационарной нелинейной 
динамики кристаллизационных процессов при наличии двухфазной зоны на различных 
этапах затвердевания в зависимости от теплофизических параметров системы. 
Ожидаемые научные результаты работы на третьем этапе состоят в: 
1) разработке математической модели дендритного роста льда при учете турбулизации 
жидкости на его поверхности; 
2) разработке математической модели кристаллизации воды в трещинах льдов с 
учетом процессов образования и роста ложного дна; 
3) теоретическом решении разработанных моделей; 
4) подготовке публикаций результатов исследований для зарубежных журналов или 
журналов, рекомендованных ВАК. 
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Основная часть 
 
Аннотированная справка по научным результатам НИР 
 
Результатом работ по проекту «Динамика фазовых переходов при замерзании льда и 
ее влияние на теплообмен между океаном и атмосферой» явилось проведение масштабных 
исследований по трем этапам государственного контракта № П1071 от 24 августа 2009 г. (с 
учетом Дополнения от 23 октября 2009 г. № 1/П1071, Дополнения от 27 февраля 2010 г. № 
2/П1071 и Дополнения от 14 марта 2011 г. № 4) в соответствии с календарным планом. 
 
На первом этапе были выполнены следующие работы по проекту:  
Обзор научных информационных источников по тематике проблемы за период 1998 – 
2008 гг.; 
Написание аналитического обзора по исследуемой проблеме с оценкой вариантов 
возможных решений проблемы; 
Выбор и обоснование оптимального варианта направления исследований, разработка 
плана проведения исследований; 
Теоретические исследования I этапа: разработка математической модели процессов 
замерзания воды в трещинах океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости 
в океане, теоретическое решение разработанной модели; 
Обзор научных информационных источников по тематике проблемы за период 1998 – 
2008 гг (с учетом процессов развития ложного (второго) дна); 
Написание аналитического обзора по исследуемой проблеме с оценкой вариантов 
возможных решений проблемы (с учетом процессов развития ложного (второго) дна); 
Выбор и обоснование оптимального варианта направления исследований, разработка 
плана проведения исследований (с учетом процессов развития ложного (второго) дна); 
Теоретические исследования I этапа: разработка математической модели процессов 
замерзания воды в трещинах океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости 
в океане, теоретическое решение разработанной модели (с учетом процессов развития 
ложного (второго) дна). 
 
На втором этапе были выполнены следующие работы по проекту: 
Теоретические исследования II этапа: расчет поправок к тепловому потоку, 
вызванному процессами замерзания воды, который испускается с поверхности льда в 
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атмосферу (на основе результатов I этапа); 
Подготовка публикаций результатов исследований для зарубежных журналов или 
рекомендованных ВАК по проблеме процессов замерзания воды в трещинах океанических 
льдов при учете турбулентных течений жидкости в океане; 
Теоретические исследования II этапа: разработка математической модели влияния 
волновых течений жидкости на процессы роста и структуру океанических льдов с учетом его 
пористости; анализ морфологической устойчивости этой модели с учетом наличия 
переходной области фазового перехода; 
Подготовка публикаций результатов исследований для зарубежных журналов или 
рекомендованных ВАК по проблеме влияния волновых течений жидкости на процессы роста 
океанических льдов. 
 
На третьем этапе были выполнены следующие работы по проекту: 
Теоретические исследования III этапа: разработка математической модели 
дендритного роста льда при учете турбулизации жидкости на его поверхности. Разработка 
математической модели кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов 
образования и роста ложного дна. Теоретическое решение разработанных моделей; 
Подготовка публикаций результатов исследований для зарубежных журналов или 
рекомендованных ВАК по проблемам дендритного роста льда при учете турбулизации 
жидкости и  кристаллизации воды в трещинах льда с учетом роста ложного дна; 
Обобщение и оценка результатов исследований в сравнении с современным научно-
техническим уровнем; 
Разработка рекомендаций по использованию результатов НИР при создании научно-
образовательных курсов. Методическое обеспечение образовательного процесса; 
Разработка рекомендаций по возможности использования результатов проведенных 
НИР в реальных секторах экономики. 
 
Результаты всех выполненных работ вошли в соответствующие отчеты. 
 
Научными результатами стало выполнение следующих конкретных работ (с учетом 
дополнительных работ). 
 
На основании анализа литературных источников и проведения прогнозных 
исследований были выбраны оптимальные методы решения рассматриваемых проблем (с 
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учетом дополнительных работ, учитывающих развитие ложного (второго) дна).  
Были разработаны математическая модель и метод ее решения для процессов 
замерзания воды в трещинах океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости 
в океане и протяженной области фазового перехода (области совместного существования 
твердой и жидкой фаз) – двухфазной зоны. Математическая модель была разработана на 
основе работ коллектива авторов по данной проблеме (Д.В. Александров, А.П. Малыгин // 
Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; Д.В. Александров, И.Г. Низовцева, Доклады АН // 
2008, Т. 419, N 2, С. 262-265; D.V. Alexandrov, A.P. Malygin, I.V. Alexandrova // Annals of 
Glaciology, 2006, V. 44, P. 118-122), где была разработана модель и метод ее решения для 
изотермического океана и идеальных условий процесса – без учета течений жидкости и ее 
турбулизации вблизи растущей границы зоны льда и океана. 
На основе методов решения, развитых в этих работах был разработан метод решения 
задачи при учете турбулентных течений жидкости в океане и его неизотермичности. Были 
определены распределения температуры и солености, доли твердой фазы в области фазового 
перехода, исследована динамика положений границ фазового перехода лед – двухфазная зона 
и двухфазная зона – океан. Эти характеристики процесса позволили рассчитать поправки к 
тепловому потоку, исходящему с поверхности льда в атмосферу, которые вызваны 
замерзанием воды в трещинах льда. 
Данные исследования были проведены с учетом дополнительных работ, учитывающих 
развитие ложного (второго) дна). 
Были разработаны математическая модель и методы ее решения для исследования 
влияния волновых течений жидкости на процессы роста океанических льдов (на межфазную 
границу лед – морская вода) при учете пористости льда, протяженной области фазового 
превращения, неоднородного распределения давления. Был произведен анализ 
морфологической устойчивости, который позволил определить критические значения 
частоты колебаний и волнового числа (в зависимости от параметров системы) при которых 
происходит наступление режима неустойчивости (при таком режиме роста льда происходит 
значительное изменение его структуры и проницаемости). Данные исследования 
базировались на работах коллектива авторов в данном направлении (Д.В. Александров, А.П. 
Малыгин // Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; D.V. Alexandrov // J. Crystal Growth, 
2001, V. 222, P. 816-821; D.V. Alexandrov, D.L. Aseev // J. Fluid Mech., 2005, V. 527, P. 57-66; 
D.V. Alexandrov, I.G. Nizovtseva // Int. J. Heat Mass Trans., 2008, V. 51, P. 5204-5208; Д.В. 
Александров // Доклады АН, 2008, Т. 422, N 3, С. 322-326). Такое исследование позволило 
определить потоки тепла и массы на границе лед – океан с учетом рассматриваемых 
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процессов (обычно в геофизических расчетах граница лед – океан считается гладкой). 
Были разработаны математическая модель и методы ее решения для дендритного 
роста льда (роста отдельно взятых выступов) при учете турбулизации жидкости на его 
поверхности. Данное исследование позволило изучить динамику роста изолированных 
дендритных структур, растущих в переохлажденной морской воде, с учетом течений 
жидкости вблизи межфазной границы лед – океан. Были разработаны модели и методы их 
решения для кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов образования и роста 
ложного дна. Данные исследования базировались на предыдущих работах коллектива 
авторов в данном направлении (Д.В. Александров, А.О. Иванов // Доклады АН, 2002, Т. 385, 
N 3, С. 323-327; D.V. Alexandrov, A.P. Malygin // Int. J. Heat Mass Trans., 2006, V. 49, P. 763-
769; Д.В. Александров // ЖЭТФ, 2009, Т. 135, вып. 5, С. 942-950; Д.В. Александров, А.П. 
Малыгин // Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; Д.В. Александров, И.Г. Низовцева, 
Доклады АН // 2008, Т. 419, N 2, С. 262-265). Были определены температурное поле, поле 
солености, положение межфазной границы, исследована эволюция переохлаждения в 
жидкости, определены поправки к тепловому потоку, вызванные совместным замерзанием 
воды в трещинах льда (в направлении океана) и ростом ложного дна (в обратном 
направлении). Такое исследование позволило изучить динамику роста дендритных структур 
льда в метастабильной переохлажденной морской воде и определить влияние ложного дна на 
замерзание воды в трещинах льда. 
 
На основании этих работ были получены следующие конкретные результаты. 
 
Сформулирована нелинейная математическая модель процесса тепло- и 
массопереноса, учитывающая наличие трех движущихся границ фазового перехода и 
турбулентных течений жидкости в морской воде у поверхности ложного дна. Аналитически 
получены точные решения нелинейной модели с учетом временных зависимостей 
температуры и солености воды на глубине и флуктуаций скорости трения; найдены 
распределения температуры и солености воды, доля твердой фазы, законы движения границ 
фазового перехода «морская вода - двухфазная зона», «двухфазная зона - талая вода» и 
«талая вода - лед». Определен тепловой поток на нижней границе ложного дна, который 
может изменять свое направление при временных осцилляциях температуры морской воды и 
скорости трения. Показано, что структурные переходы в толще льда связаны с процессами 
эволюции ложного дна.  
Исследована нелинейная динамика замерзания морской воды в трещинах вековых 
 15 
льдов Арктики и Антарктики. Развита и обоснована математическая модель, описывающая 
кристаллизацию молодых льдов (и других систем, практически полностью вытесняющих 
примесь), на основе представлений о равновесной двухфазной зоне. Данная модель, 
существенно отличающаяся от фронтальной модели и известных ранее подходов, адекватно 
описывает физическую картину процесса и хорошо согласуется с наблюдениями. В рамках 
развиваемой модели, впервые получено аналитическое решение нелинейной нестационарной 
проблемы кристаллизации морской воды при произвольных изменениях со временем 
температуры атмосферы на поверхности льда. Определен явный вид законов движения 
границ фазового перехода и протяженность двухфазной зоны. Граница фазового перехода 
лед - двухфазная зона сильно отстает от границы фазового перехода двухфазная зона - вода 
благодаря практически полному вытеснению льдом соли в окружающую его жидкую 
матрицу системы. 
Развита математическая модель процессов замерзания морской воды в трещинах 
океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости в океане. Предложена общая 
модель процесса, сделан ряд оценок и разработано упрощение этой модели, которое 
допускает построение аналитических решений. Данная модель, существенно отличающаяся 
от классической модели Стефана с плоской границей раздела фаз и известных ранее 
подходов, корректно описывает физическую картину процесса и хорошо согласуется с 
наблюдениями. В рамках развиваемой модели, получено аналитическое решение нелинейной 
нестационарной проблемы кристаллизации морской воды при произвольных изменениях со 
временем температуры атмосферы на поверхности льда. Проведено обобщение полученных 
решений на часто реализующийся на практике случай прироста льда со стороны океана (на 
случай зарождения и эволюции второго дна). Определен явный вид законов движения границ 
фазового перехода и протяженность двухфазной зоны. Граница фазового перехода лед - 
двухфазная зона сильно отстает от границы фазового перехода двухфазная зона - вода 
благодаря практически полному вытеснению льдом соли в окружающую его жидкую 
матрицу системы. На основе полученных аналитических решений задачи, определен явный 
вид тепловых потоков, испускаемых с поверхности льда в атмосферу благодаря выделению 
скытой теплоты кристаллизации. Показано, что эти тепловые потоки сравнимы по величине с 
другими вкладами в результирующий тепловой поток системы океан – атмосфера. 
В работе проведен анализ морфологической неустойчивости процесса кристаллизации 
с анизотропной и неоднородной областью фазового перехода при учете течений в жидкой 
фазе и конвективного переноса тепла и массы в двухфазной зоне. Теоретически рассмотрен 
механизм нарушения устойчивости процесса затвердевания, который заключается в 
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конвективном тепломассопереносе и течениях жидкости по каналам области фазового 
перехода. Проведен линейный анализ морфологической устойчивости с учетом возмущений 
скорости течения жидкости, диффузии примеси в двухфазной зоне и зависимости 
коэфициентов переноса от фазового состава. Найден декремент возмущений для 
анизотропной и неоднородной структуры двухфазной зоны, определены кривые нейтральной 
устойчивости процесса кристаллизации. Показано, что учет диффузии соли и увеличение 
неоднородности зоны фазового перехода расширяют область неустойчивости, а уменьшение 
анизотропии приводит к ее сужению. Определен новый критерий конвективно-
морфологической неустойчивости процесса кристаллизации с протяженной областью 
фазового превращения, который существенно расширяет область неустойчивости при 
увеличении скорости течения жидкости в океане. Эта задача, решенная в рамках настоящего 
исследования, представляет собой существенный вклад в теорию структурно-фазовых 
превращений и определяет, например, такой важный параметр морского льда, как его 
рыхлость, а также моделирует процессы его разрушения, вызванные взаимодействием с 
океаном. 
В работе рассмотрен рост изолированного дендрита в жидкую фазу системы при 
наличии в ней набегающего потока. Термодиффузионная модель процесса основана на 
стефановском приближении фронтальной границы между растущим кристаллом и 
окружающей его жидкостью и гидродинамических уравнениях Осеена. Из условия 
микроскопической разрешимости на основе линейного анализа устойчивости получен 
критерий устойчивого роста двумерного параболического дендрита с учетом анизотропии 
поверхностного натяжения на межфазной границе кристалл-расплав. Найденный критерий 
содержит ранее полученные критерии для роста изолированного дендрита в 
однокомпонентной среде с конвекцией жидкости и роста изолированного дендрита в 
неподвижной бинарной системе. Показано, что развиваемая теория справедлива при 
произвольных числах Рейнольдса и Пекле, определяемых скоростью набегающего на дендрит 
потока жидкости. Сделано обобщение теории на случай трехмерного дендритного роста. 
Теория дендритного роста адаптирована для кристаллизации в двухфазной зоне 
трехкомпонентных систем. В основной области фазовый переход претерпевает основной 
компонент, а в котектической – два компонента. Разработан метод построения точных 
аналитических решений задачи в основной и котектической двухфазных зонах. Метод 
сводится к переходу в уравнениях и граничных условиях модели к новой независимой 
переменной – доле жидкой фазы. На основе разработанного метода получены точные 
аналитические решения нелинейной системы уравнений с пограничными условиями на 
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неизвестных границах фазовых переходов. Найдены распределения температуры и 
концентраций примеси, доли твердой и жидкой фаз, скорость затвердевания и протяженности 
котектической и основной двухфазных зон. Показано, что концентрация примеси основного 
компонента убывает во всей области фазового превращения, а концентрация примеси второго 
примесного компонента имеет максимум в основной двухфазной области. 
Теория дендритного роста в области фазового перехода обобщена на случай 
турбулизации жидкости в океане. В работе развита математическая модель процесса 
кристаллизации при наличии анизотропной и неоднородной области фазового превращения с 
учетом конвективного тепломассопереноса. Изложен механизм нарушения устойчивости 
процесса, заключающийся в конвективном переносе тепла и примеси по заполненным 
жидкостью каналам области фазового перехода. Проведен линейный анализ устойчивости с 
учетом течения среды в жидкой фазе системы, диффузии примеси в двухфазной зоне и 
зависимости коэфициентов переноса от фазового состава среды. Найден параметр эволюции 
возмущений для изотропной, однородной и анизотропной, неоднородной сред; получены 
кривые нейтральной устойчивости процесса. Показано, что учет диффузии примеси и 
увеличение неоднородности зоны фазового перехода расширяют область неустойчивости, а 
уменьшение анизотропии приводит к ее сужению. Получен новый критерий конвективной 
(морфологической) неустойчивости процесса кристаллизации с двухфазной зоной, который 
существенно увеличивает область неустойчивости при возрастании скорости конвективного 
течения расплава. 
Разработана теория кристаллизации льда в трещинах от холодной границы с 
атмосферой, в которой учтены процессы роста второго слоя льда (ложного дна) снизу от 
океана к атмосфере вследствие проникновения талой воды в подледовое пространство в 
весенне-летний период времени. Показано что процессы кристаллизации сверху и снизу 
являются независимыми друг от друга вследствие того, что две зоны фазового перехода 
разделены между собой слоем пресной воды нулевой температуры. Определены 
распределения температуры, солености морской воды, доли твердой фазы в обоих 
двухфазных регионах. Найдены законы нестационарной миграции границ фазовых переходов 
и скорости их движения.  
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Аналитический отчет о проведении теоретических исследований 
 
1. Математическая модель дендритного роста льда при учете турбулизации жидкости 
на его поверхности. Теоретическое решение разработанной модели 
 
Изолированный дендритный рост 
Дендритный рост контролирует формирование кристаллической микроструктуры 
океанических льдов и различных материалов при их затвердевании [1, 2]. Отметим, что 
дендритные структуры составляют матрицу твердого вещества области фазового перехода, 
математические модели которой в контексте исследований данного этапа будут рассмотрены 
ниже. Наряду с экспериментальными наблюдениями динамики дендритного роста в 
последнее время получены качественно новые результаты теоретического моделирования для 
проверки основных концепций формирования дендритной морфологии (см. обзор [3] и 
литературные ссылки в нем). Среди рассматриваемых актуальных задач и их решений можно 
специально выделить задачу об устойчивом росте вершины свободно растущего дендритного 
кристалла и задачу о влиянии конвективного течения на механизм отбора режима роста 
дендрита. Эти задачи имеют самостоятельное теоретическое и практическое значение [4, 5]. 
Задача об отборе режима устойчивого роста дендритного кристалла возникла из 
анализа решения Иванцова [6-8] и экспериментальных тестов для роста иглообразного 
кристалла параболической формы [9-15]. Эти сравнения и тесты привели к заключению, что 
непрерывное семейство изотропных решений Иванцова неустойчиво: иглообразный кристалл 
теряет свою исходную параболическую форму в стационарном режиме роста (см. для обзора 
работу [16]). Поэтому решение Иванцова используется в качестве нулевого приближения для 
решения устойчивого роста в первом приближениии, в котором роль малого параметра 
играет параметр анизотропии поверхностного натяжения или анизотропии кинетики роста 
[17]. 
После установления критерия устойчивого роста вершины дендрита в 
однокомпонентной неподвижной среде [16, 17] задача была расширена на случай 
конвективного движения среды [18-20] и на случай роста дендрита в бинарной (химически 
двухкомпонентной) системе без конвекции [21]. Во многих случаях, однако, необходимо 
проводить сравнительный анализ роста дендритов в бинарной системе с учетом 
конвективного течения [22]. Поэтому настоящая работа посвящена аналитическому 
исследованию задачи об отборе критерия устойчивости вершины растущего дендрита в 
бинарной системе с учетом вынужденного конвективного течения жидкости. 
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Постановка задачи сделана для расширенной модели Стефана с фронтальной 
межфазной поверхностью и анизотропным поверхностным натяжением на парболической 
границе раздела кристалл-жидкость. Задача для вынужденного течения решается в 
приближении Осеена. В рамках такой обобщенной задачи анализ устойчивого режима 
приводит к критерию для роста вершины дендритного кристалла в бинарной системе с 
учетом конвекции. 
Процесс роста кристалла в набегающем потоке жидкости описывается нелинейной 
термодиффузионной задачей типа Стефана [23, 24] с движущейся в глубь расплава границей 
фазового перехода. Температура iT  межфазной границы кристалл - жидкость зависит от ее 
локальной кривизны R1/ , температуры кристаллизации чистого вещества 0T , коэффициента 
поверхностного натяжения   и скрытой теплоты кристаллизации Q  
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Температурное поле в твердой и жидкой фазах при учете набегающего на кристалл потока 
жидкости описывается следующими уравнениями теплопроводности 
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где sT  и lT  - температуры твердой и жидкой фаз, TD  - коэффициент 
температуропроводности, w  - скорость течения жидкости, t  - время,   - оператор Лапласа. 
Распределение примеси в жидкой части системы описывается конвективным 
уравнением диффузии (диффузией примеси в растущем кристалле пренебрегается) 
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где lC  - концентрация растворенной в жидкости примеси, а CD  - ее коэффициент диффузии. 
На подвижной границе раздела фаз выполняются условия равенства температуры 
поверхности температуре фазового перехода, непрерывности температуры, а также условия 
баланса тепла и масы 
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где nv   - нормальная скорость движения поверхности, 
pc  - теплоемкость, 0k  и m  - 
равновесные коэффициенты распределения примеси и наклона линии ликвидус. Следуя 
работе [20], будем рассматривать течение жидкости при малых числах Рейнольдса. В этом 
случае распределение скорости в жидкости удовлетворяет уравнениям Осеена (Oseen) и 
непрерывности [25] 
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Здесь U  - скорость набегающего потока жидкости вдали от растущего кристалла, 1  и   - 
плотность и коэфициент вязкости жидкости соответственно. Отметим, что приближение 
Осеена, принятое в уравнении движения (6), дает возможность учесть лишь важнейшие из 
инерционных членов при получении достаточно точных результатов расчетов (см., например, 
классическую задачу о движении сферы в вязкой жидкости [26]). 
Примем, что двухмерный дендрит параболической формы растет с постоянной 
скоростью V  вдоль пространственной оси z  (рис. 1). Поток жидкости вдали от кристалла 
направлен параллельно оси z  и противоположно направлению роста дендрита (так 
называемый «набегающий поток»). Введем параболические координаты   и  , связанные с 
декартовыми координатами x  и z  следующими соотношениями: 
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где   - радиус вершины дендрита, а межфазная граница находится на уровне 1=  
(обобщение на трехмерный случай будет сделано ниже). 
Уравнения (6) позволяют определить компоненты скорости жидкости u  и u  в 
параболических координатах (7). Следуя работе [20], запишем результат в виде 
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где введены определяющие функции 
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учитывающие интенсивность течения по величине числа Рейнольдса  /=R 1Ue . 
 
 
Рис. 1. Дендрит в набегающем потоке жидкости. 
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Уравнения (2) и (3) могут быть проинтегрированы в параболических координатах (7). 
Отыскивая решение задачи, зависящее только от координаты  , перепишем уравнения (2) и 
(3) с граничными условиями (4) и (5) в параболических координатах (см. работу [19]) 
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где iC  - концентрация примеси на межфазной границе кристалл - расплав. Решая уравнения 
(9) и (10), получим распределения температуры и концентрации примеси 
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где введены следующие обозначения 
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Здесь gP  и fP  - ростовое и потоковое числа Пекле, соответственно определенные через 
скорость V  роста дендрита и скорость U  течения жидкости, T  и C  - температура и 
концентрация в жидкости вдали от границы раздела фаз. 
В случае слабых эффектов поверхностного натяжения решения с постоянной 
скоростью роста дендрита могут быть найдены в окрестности классических решений 
параболического дендрита Иванцова, если выполняется условие микроскопической 
разрешимости. Это условие позволяет отобрать устойчивый режим роста дендрита через 
скорость V  и радиус   вершины анизотропного дендрита (т.е. при наложенной симметрии 
кристаллической решетки, учитывающей анизотропию преимущественного направления 
роста кристалла) [16, 17]. Далее будем использовать условие микроскопической 
разрешимости, полученное в работе [27] 
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Это выражение может быть использовано для анализа различного вида подвижных границ 
фронтального типа (например, ``вязких пальцев'' Сафмана-Тэйлора [16, 28]). Для этого нужно 
знать оператор кривизны G  и решения )(0 lX , которые дают функции )(lkm  локальной 
ненулевой маргинальной моды сопряженного дисперсионного уравнения для возмущений 
(см., например, [28]). Само выражение (12) выводится с помощью метода Вентцеля-
Крамерса-Бриллюэна (ВКБ-метода [29]), который был применен для нахождения режимов 
распространения фронтов пламени [30] и дендритной структуры [31]. Ниже определены 
элементы )(lYm , входящие в соотношение (12) при наличии набегающего на дендрит потока 
бинарной жидкости в приближении уравнений Осеена. 
Используем результаты линейного анализа устойчивости работы [20], где скорость 
роста возмущений имела длину волны много меньшую по сравнению с характерным 
пространственным масштабом невозмущенного решения. Разложим стационарные 
компоненты скорости (8) в ряды по 1  в окрестности параболы 1= . Учитывая только 
основные вклады, получим 
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где 
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Из выражений (13) и (14) следует, что только касательная составляющая скорости u  зависит 
от скорости набегающего потока жидкости в окрестности растущей параболической вершины 
дендрита. 
Введем новые локальные декартовые координаты  cc yx , , связанные с кристаллом, где 
cx  и cy  соответственно обозначают тангенциальную и нормальные оси к межфазной 
поверхности в точке, где нормаль к поверхности имеет с осью роста угол  . Эти координаты 
позволяют представить выражения (13) через   и cy  в виде 
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где u  и v  обозначают тангенциальную и нормальную к поверхности компоненты скорости. 
Выражая производные температуры и концентрации из уравнений (4) и (5) 
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находим разложение температуры и концентрации в ряды в окрестности вершины дендрита 
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Обозначим через u , v  и T   возмущения соответствующих величин, а через    - 
возмущение стационарной межфазной поверхности с длиной волны   (которая много 
меньше, чем радиус   вершины дендрита). Решение уравнений для возмущений, получаемое 
из выражений (2) и (6) в приближении Осеена, может быть представлено в виде 
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    ,exp=,exp= cccc kyikxtvkyikxtiu    
 
    ,exp=,exp= 0 ccsscc kyikxtTTkyikxt    (18) 
 
где учтено выражение tv  /=  , выполняющееся на межфазной поверхности. Здесь   и k  
- частота и волновое число возмущений соответственно, параметр   имеет тот же знак, что и 
вещественная часть k  поскольку возмущения не могут неограниченно возрастать при cy  
идущим к  ,   и 0sT  - амплитуды возмущений поверхности и температуры в твердой фазе. 
Расмотрим уравнение для температурных возмущений в жидкой части системы. 
Удерживая лишь линейные слагаемые, из (2) будем иметь 
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Если скорость набегающего потока на дендрит пренебрежимо мала, решение имеет вид, 
подобный sT   при больших k . Такое решение согласуется с известным критерием Маллинза-
Секерки [12] при k , определенном в соответствии с тепловой задачей затвердевания чистого 
расплава (см, например, [20]). Подставляя 
 
    cccl kyikxtygT   exp=  (20) 
 
в уравнение (19) и учитывая соотношения (11), можно получить следующее уравнение для 
амплитуды )( cyg  
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где  
 
   =, cc yygL  
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Будем искать решение уравнения (21) в окрестности решения Маллинза-Секерки [12] 
с постоянной амплитудой   constTyg lc == 0 . Подстановка 0lT  в правую часть (21) дает 
первое приближение для  cyg  
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где учтено сильное неравенство kDV T =/  (здесь k  оценивается по теории Маллинза-Секерки 
как 710  м 1  [12], а TDV/  как 
210  м 1  для бинарных металлических систем). 
Уравнение (3), записанное для возмущений концентрационного поля lC  в жидкости, 
решается аналогичным образом 
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Возмущая теперь граничные условия (4) и (5), получаем следующие соотношения на 
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межфазной границе 0=cy  
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где 20/= QTcd p  обозначает капиллярную длину. Подстановка возмущений (18), (20) и (24) в 
граничные условия (25) дает четыре уравнения для амплитуд возмущений  , 0lT , 0sT  и 0lC . 
Исключая из уравнений (25) амплитуды температурных возмущений, получим 
следующие соотношения между амплитудами возмущений концентрации примеси и 
координаты межфазной границы 
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где 
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Рассмотрим систему координат, чье начало движется в направлении нормали к межфазной 
границе со скоростью cosV . Вследствие вращательной симметрии системы, возмущение с 
волновым числом k  растет со скоростью )(k . Если теперь начало системы координат 
движется в направлении оси z  с постоянной скоростью V , скорость роста возмущения будет 
 sin)( iVkk   благодаря тангенциальной скорости новой системы координат sinV  [21]. 
Поэтому заменяя )(k  через siniVk  на кривой нейтральной устойчивости, исключая 
амплитуды возмущений, полагая 1=   и переобозначая i  на i  согласно работе [20], 
получим уравнение для определения волнового числа k . 
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При записи выражения (28) учтены следующие оценки 710:k  м 1 , 210/ :TDV  м
1 , 610/ :CDV  
м 1 , VU : , 1010:d  м, 510:  м, а также введено обозначение 
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Решение уравнения (28) будем искать в окрестности решения упрощенной задачи при 
отсутствии набегающего потока жидкости, найденного в работе [21]. Представляя 
капиллярную длину в виде   4cos1=)( 0 dd  ( 115= =c  - фактор анизотропии, c  - 
параметр анизотропии поверхностной энергии на межфазной границе, 0d  капиллярная 
константа) и вводя волновое число )/(2= 0 TTC DdVPk  , соответствующее решению 
термоконцентрационной задачи без течения (см., например, работу [21]), решение уравнения 
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(28) запишем в виде 
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Выражение (29) содержит все предельные переходы к ранее развитым теориям дендритного 
роста в работах [12, 20, 21, 27, 28]. 
Полагая сначала 0=U  и 0=iC  в (29), получаем волновое число MSk  Маллинза и 
Секерки для однокомпонентного расплава без набегающего потока жидкости [12, 20, 27, 28] 
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Далее, при 0=U  решение (29) приводит к волновому числу BAPk  Бен Амар и Пелсе для 
бинарного расплава без набегающего потока жидкости [21] 
 
 .= Pkk MSBAP  
 
Теперь считая, что 0=iC , находим решение BPk  Буассу и Пелсе для однокомпонентного 
расплава при наличии набегающего потока жидкости [20] 
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Выражение (29) обобщает приближенную теорию работ [32, 33], развитаю для бинарного 
расплава при наличии набегающего потока жидкости в случае, когда pi cQmC /  и 1:P  (в 
работах [32, 33] предельный переход к однокомпонентной системе существует только при 
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CD , а переход при 0iC  является некорректным в силу использованных оценок). 
Выражение (29) устраняет этот недостаток и содержит предельный переход 0iC  к 
выражению, полученному в работе [20]. 
Важным обстоятельством является то, что выражение (29) в качестве предельного 
случая содержит в себе новый результат. Эта ситуация описывает рост дендрита в 
изотермической бинарной системе при наличии набегающего потока жидкости, так 
называемый случай «химического дендрита». Полагая 1/)(1 01  QckmCP pi  в выражении 
(29), находим волновое число CDk  «химического дендрита» 
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Итак, обобщенное решение (29) дает критическое волновое число для возмущений на 
вершине дендрита в рамках термо-концентрационной задачи с учетом встречного потока 
жидкости, натекающего на дендрит. 
При получении критерия устойчивого роста дендрита будем использовать теорию 
отбора решения, развитую в работах [20, 27, 28]. Принимая во внимание, что  
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(см., например, [27]), условие разрешимости (12) по аналогии с работой [20] запишем в виде 
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а константа C  нормирована на безразмерный множитель  TDdVP 0
2 2/ . 
Оценим интеграл (30) в пределе малой анизатропии методом, развитым в работе [20]. 
Числитель подынтегральной функции обращается в ноль при   близком к i=  
(стационарная фазовая точка), а знаменатель - при   21= i  (точка сингулярности). 
Поскольку главный вклад в интеграл дается окрестностью точки i= , функция )(  
может быть приближена следующим выражением 
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в котором приняты следующие обозначения 
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Интеграл (32) может быть рассчитан с помощью приближенных методов, развитых в работе 
[20] при анализе подобной задачи для роста дендрита в однокомпонентной системе с 
конвективным течением. Следуя этой работе, определим величину C  как 
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где n  - целое число и b  - константа, определяемая численно. Теперь учет нормировки в 
интеграле (32) приводит к выражению для масштабного фактора *  «нехимического 
дендрита» 
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и для масштабного фактора «химического дендрита» 
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где  2/= 1 , 18=r  в случае «химического дендрита» и 1= , 14=r  в остальных 
случаях, 0  - численная постоянная, определяемая с помощью асимптотических методов [17] 
или с помощью совмещения модельных предсказаний и экспериментальных значений [34, 
35]. 
Выражения (34) и (35) являются центральным результатом развиваемой теории. Они 
определяют критерии для устойчивой моды роста вершины дендрита с учетом анизотропии 
поверхностной энергии (параметр  ), неизотермичности бинарной жидкости и набегающего 
потока жидкости. Критерий (34) объединяет ранее полученные результаты: модель из работы 
[20] для неизотермической однокомпонентной системы с набегающим потоком жидкости и 
модель из работы [21] для неизотермической бинарной системы без учета набегающего 
потока жидкости. Таким образом, выражение (34) является обобщением ранее полученных 
результатов. 
Представим критерии (34) и (35) в относительной форме 
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где 0=
* |  определено для дендритного роста без течения и составляет 
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для «химического дендрита» и 
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для остальных рассматриваемых случаев. Рис. 2 показывает, что при уменьшении числа 
Пекле fP , соответствующего течению жидкости, и при увеличении числа Пекле gP , 
соответствующего затвердеванию, вклад конвекции в устойчивость вершины дендрита 
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уменьшается. При этом, случай «химического дендрита» при каждом фиксированном 
значении 
fP , соответствующий изотермической системе, вносит наиболее существенный 
вклад в критерий устойчивости по сравнению с неизотермическими случаями. 
 
 
 
Рис. 2. Отношение 0)=(/ **  , определенное по выражениям (34) и (35), в 
зависимости от ростового числа Пекле )/(2= Tg DVP   при различных числах Пекле 
)/(2= Tf DUP  . Значения используемых параметров: 10=/TD , 
5
0 10=/
d , 0.195= , 
3105=/ CT DD , 0.5=0k , 1=C  ат.% , 10=m  K/ат% , 300=/ pcQ , 10=b . Пунктирные линии 
описывают «химический дендрит», сплошные - общий случай. 
 
Развиваемая в работе теория основывается на использовании приближенных 
уравнений Осеена (6), справедливых, вообще говоря, при малых значениях числа Рейнольдса 
(а значит и числа Пекле). Это приближение используется с целью получения аналитического 
решения задачи об обтекании дендрита вязкой жидкостью. Из теории известно другое 
аналитическое решение задачи, получаемое при применении к процессу модели идеальной 
жидкости [19]. Это решение, справедливое при 1R e , согласно работе [19] имеет 
следующий вид: 
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Таким образом, известно решение двух асимптотических случаев: выражения (8) имеют 
место при 1/=R 1 =Ue , а выражения (37) справедливы при 1R e . Возникает 
естественный вопрос о виде решения рассматриваемой задачи для всех остальных ситуаций 
по числу Рейнольдса. Интересно отметить, что выражения (8), полученные для вязкой 
жидкости переходят в выражения (37), найденные для идеальной жидкости при 1=g . 
Функция g , также формально зависящая и от числа Рейнольдса )R,(= egg  , стремится к 
единице при увеличении числа Рейнольдса (при eR ) при различных фиксированных 
значениях координаты 1> . Это говорит о том, что решения (8), найденные для малых 
значений числа Рейнольдса, переходят в решения (37), найденные для больших значений 
числа Рейнольдса. Поскольку приближение Осеена (а значит и формулы (8)) хорошо 
согласуется с численным решением уравнений Навье-Стокса до значений числа Рейнольдса 
порядка единицы [18], можно считать, что выражения (8) адекватно описывают процесс в 
ламинарной области вынужденного течения в широком диапазоне значений eR , от малых 
величин до больших. Поэтому формальные ограничения, сужающие рамки применимости 
рассматриваемой теории по потоковым числам Рейнольдса  /=R 1Ue  и Пекле 
)/(2= Tf DUP  , снимаются с учетом вышесказанного для ламинарного набегающего потока 
жидкости. 
Представляется важным отметить то обстоятельство, что развиваемая теория остается 
справедливой и для трехмерного дендритного роста. Введем координаты параболоида 
вращения, ось z  которого соответствует оси z  для плоского случая, описываемого 
соотношениями (7) 
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где, по-прежнему, поверхность дендрита 1=  имеетрадиус вершина  , а   - полярный 
угол, плоскость которого перпендикулярна набегающему вдоль оси z  потоку жидкости. 
Компоненты скорости жидкости в этом случае примут следующий вид (аналог выражений 
(8)): 
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Температурное и концентрационное поля описываются, как и ранее, выражениями (11), где 
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Выражения (13) для компонент сокрости также остаются в силе; изменяется лишь 
коэффициент a . Вместо соотношения (14) для трехмерного случая имеем 
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Во всех остальных формулах присутствует лишь зависимость от этого коэффициента. 
Поэтому выражения (29), (34) и (35), составляющие основной результат настоящей работы, 
сохраняются в трехмерном случае с заменой коэффициента )R( ea . 
В заключение отметим два существенных замечания. Первое, полученные критерии (34) и 
(35) устойчивого роста дендрита в бинарной системе с конвекцией могут быть 
протестированы в соответствии с результатами компьютерного моделирования. Это может, 
например, быть сделано аналогично моделированию методом фазового поля, ранее 
выполненном для свободного дендритного роста с конвекцией в однокомпонентной системе 
[36, 37]. Найденные критерии устойчивости могут быть также протестированы 
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экспериментально, как это сделано для дендритного роста с вынужденным течением 
прозрачной жидкости [38]. Второе, предложенная в настоящей работе теория и полученные 
критерие (34) и (35) все еще ограничены анализом относительно малых значений ростового 
числа Пекле )/(2= Tg DVP  . Иными словами, теория справедлива лишь для значений малых 
градиентов или переохлаждений жидкости, обеспечивающих малые скорости роста V  
дендритного кристалла. Для расширенного анализа повышенных скоростей роста и 
произвольных чисел Пекле gP  требуется специально рассмотреть устойчивость 
высокоскоростных режимов дендритного затвердевания. Получение и анализ условия 
микроскопической разрешимости для высокоскоростного режима роста могут, например, 
быть сделаны аналогично анализу, выполненному в рамках гипотезы маргинальной 
устойчивости [39, 40]. 
 
Дендритный рост в области фазового перехода 
Хорошо известно, что наличие соли в морской воде или в более общей постановке – 
примеси в расплаве кардинальным образом изменяет различные характеристики процесса 
кристаллизации расплавов и растворов [41-43]. Одним из наиболее значимых эффектов, 
возникающих в процессах затвердевания является концентрационное переохлаждение, 
впервые обнаруженное в работе [44] (механизм возникновения данного типа переохлаждения 
и его особенности по сравнению с термическим переохлаждением подробно описаны в 
работе [45], а также продемонстрированы в Приложении). Проведенное в работах [46, 47] 
численное моделирование затвердевания от охлаждаемой стенки и развитая в работах [48, 49] 
приближенная теория этого процесса показали, что концентрационное переохлаждение 
возникает достаточно быстро после начала процесса кристаллизации (времена его 
возникновения составляют порядка нескольких минут). После того, как перед границей 
фазового перехода твердая фаза – раствор (или расплав) образовалась переохлажденная 
область, процесс затвердевания нельзя больше описывать в рамках классической 
термодиффузионной задачи Стефана с плоским фронтом [50]. Реакцией системы на 
образование концентрационого переохлаждения является формирование условий 
преимущественного роста отдельных выступов твердой фазы в глубь переохлажденного 
расплава. Другими словами, плоская фронтальная граница фазового перехода становится 
морфологически неустойчивой. Линейный анализ такой неустойчивости для кристаллизации 
плоского фронта с постоянной скоростью впервые был проведен в классических работах [51-
53], а в работе [54] было дано его обобщение на случай локально-неравновесного 
затвердевания. Этот анализ показал, что в процессе кристаллизации существует область 
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параметров, в которой неустойчивость может приводить к возникновению сложных структур 
примесного распределения. Для расчета параметров таких структур была разработана 
нелинейная теория устойчивости плоской границы раздела фаз [55] (в работе [56] эта теория 
была применена для нелинейного анализа устойчивости поверхности разрыва, 
моделирующей область фазового перехода). Ростовые структуры твердой фазы в области 
фазового превращения, пространство между которыми заполнено переохлажденной 
жидкостью, образуют двухфазную область, которая располагается между чисто твердой и 
жидкой фазами системы. Процесс затвердевания при наличии такой области становится 
намного сложнее, чем фронтальный процесс. Так, например, в области фазового перехода 
может происходить как рост дендритных структур [32, 33], так и гомогенная нуклеация 
частиц твердой фазы на растворенных примесях [57-59]. Далее, в работах [60-67] были 
исследованы условия образования такой области перед плоским фронтом для 
нестационарной кристаллизации в автомодельных условиях. Интересным обстоятельством 
является то, что при изменении теплофизических параметров процесса неустойчивость может 
изменять свой тип [68] (переключаться с мягкого типа на жесткий). 
Математическая модель процесса затвердевания бинарных соединений с двухфазной 
зоной, впервые была обобщена в работах [69, 70]. Она представляет собой нелинейную 
нестационарную систему уравнений в двухфазной зоне, твердой и жидкой фазах, которые 
связаны пограничными условиями на движущихся межфазных границах твердая фаза – 
двухфазная область и двухфазная область – жидкая фаза. Общих методов решения таких 
сложных задач с подвижными границами не существует и дальнейшее развитие теории было 
связано с разработкой приближенных методов решения таких задач. Существенное 
упрощение может быть достигнуто при рассмотрении процессов интенсивного роста твердой 
фазы в двухфазной зоне, когда выделяющаяся скрытая теплота кристаллизации компенсирует 
концентрационное переохлаждение. В случае затвердевания бинарных систем, в работах [71-
76] были разработаны методы получения точных аналитических решений нелинейных 
уравнений тепломассопереноса для процессов кристаллизации с постоянной скоростью, 
которые основаны на переходе к новой независимой переменной – доле твердой фазы в 
области фазового перехода (в этих работах теория была также обобщена на присутствие 
слабой конвекции, эффектов термодиффузии и температурной зависимости коэффициента 
диффузии). Далее, в работах [65-67] были разработаны методы решения уравнений 
двухфазной зоны при кристаллизации бинарных расплавов в автомодельных условиях, 
которые основаны на разложении температуры, концентрации примеси и доли твердой фазы 
в степенные ряды. Эта теория была обобщена в работах [77-82] на решение уравнений 
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двухфазной зоны в сильно нестационарных условиях реализации процесса (здесь были 
использованы уравнение Шейла [83, 84] и некоторые дополнительные оценки параметров 
системы). 
Довольно часто необходимо учитывать присутствие в системе третьего компонента. 
Основные уравнения безконвективной кристаллизации в такой системе на основе данных 
эксперимента [85] были развиты в работе [86]. В силу сильной нелинейности системы в [86] 
были получены ее аналитические решения лишь в случае отсутствия диффузии и при 
нулевой скрытой теплоте затвердевания. Далее в работах [87, 88] была разработана 
приближенная теория решения нелинейных уравнений работы [86] в автомодельных 
условиях в отсутствие диффузии и при линейных уравнениях ликвидуса и котектики, а в 
работах [89-91] были развиты методы учета диффузии [89, 90] и отклонений упомянутых 
зависимостей от линейных [91]. В целом, теория работ [87-91] хорошо описывает 
экспериментальные данные в автомодельных условиях реализации процесса. В настоящей 
работе предложен оригинальный метод решения математической модели работы [86], 
описывающей затвердевание трехкомпонентных систем в установившихся условиях, когда 
скорость кристаллизации, распределения температуры, концентраций примеси и долей 
твердых фаз в системе устанавливаются и перестают зависеть от времени. При этом 
дендритный рост в области фазового перехода осредняется за счет введения новой функции – 
доли твердой фазы, которая является усредненой характеристикой ростовых форм 
двухфазной зоны. 
Рассмотрим процесс направленного затвердевания трехкомпонентной системы вдоль 
пространственной оси z  (рис. 3). Через B  и C  обозначим концентрации двух веществ, 
растворенных в растворителе A  ( 1 CBA ). Поскольку основное вещество претерпевает 
фазовый переход в области, не совпадающей с областью фазового перехода второго 
вещества, в процессе затвердевания возникает две двухфазных зоны – основная и 
котектическая. Обозначим их протяженности через P  и C . Учитывая, что фазовая 
диаграмма рассматриваемой системы подробно обсуждалась в работах [86, 87], не будем 
здесь останавливаться на уравнениях ликвидуса, котектики и эвтектики. Важным 
обстоятельством является то, что время релаксации температурного поля  2~ lT  намного 
меньше характерных времен релаксации концентрационных полей BB Dl
2~  и CC Dl
2~ , 
т.е. CT    и BT    (здесь l  - характерный масштаб длины,   - коэффициент 
температуропроводности, BD  и CD  - коэффициенты диффузии примеси компонент B  и C ). 
Из этой оценки времен релаксации следует, что производные от температуры по времени t  
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много меньше остальных слагаемых соответствующих уравнений модели. Учитывая это 
обстоятельство, запишем математическую модель процесса на основе результатов работы 
[86]. 
 
 
Рис. 3. Схема процесса направленной кристаллизации трехкомпонентных систем с 
двумя областями фазового перехода. 
 
В жидкой фазе системы (расплаве или растворе) концентрации примесей B  и C , а 
также температурный градиент LG  являются заданными величинами 
 
  BB , CC , z , (38) 
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
, PCVtVtz   , (39) 
 
где T  - температура, V  - постоянная скорость затвердевания. Кроме этого, в жидкой фазе 
выполняются уравнения диффузии примеси 
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Пограничные условия на межфазной границе основная двухфазная зона – расплав, 
имеющие физический смысл баланса тепла, массы и условий непрерывности, записываются в 
виде 
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Здесь VL  - скрытая теплота затвердевания,    1SL kkk , Lk  и Sk  - коэффициенты 
теплопроводности расплава и твердой фазы,   - доля жидкой фазы, Bm  и Cm  - наклоны 
ликвидуса компонент B  и C , A  - доля твердой фазы комопнента A . Символами  

  и  

  
соответственно обозначены скачок величины на границе и ее значение справа от границы. 
Отметим, что уравнение (43) имеет смысл условия маргинального равновесия [86]. 
В основной двухфазной зоне, где фазовый переход претерпевает компонент A  
( A 1 ), уравнения тепломассопереноса записываются в виде 
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Здесь MT  обозначает температуру фазового перехода чистого вещества. 
Запишем теперь граничные условия на второй межфазной поверхности между 
котектической и основной двухфазными зонами. Эти условия, отражающие баланс тепла и 
массы, непрерывность температурного поля и полей концентраций примеси, записываются в 
виде [86] 
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Здесь B  обозначает долю твердой фазы компонента B , а 
C
Bm  и 
C
Cm  - котектические наклоны 
ликвидуса компонент B  и C . 
Далее, уравнения тепломассопереноса в котектической двухфазной зоне, где фазовый 
переход претерпевают два компонента A  и B  ( BA  1 ), записываются как 
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Здесь ET , EB  и EC  - известные значения температуры и концентраций примеси в точке 
эвтектики трехкомпонентной системы, а ABET  - температура в точке эвтектики бинарной 
системы (см., например, работы [86, 87]). 
Граничные условия на поверхности между твердой фазой и котектической зоной 
имеют следующий вид: 
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В твердой фазе имеем постоянный температурный градиент SG , т.е. 
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, Vtz  . (54) 
 
Система уравнений (38)-(54) представляет собой замкнутую систему уравнений и 
граничных условий для отыскания решения задачи о замерзании трехкомпонентной системы 
с постоянной скоростью. 
Перейдем в движущуюся с постоянной скоростью V  систему координат и введем 
безразмерные переменные и параметры 
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В новой системе координат процесс кристаллизации является установившимся и все 
неизвестные функции не зависят от времени.  
Уравнения диффузии (40) в переменных (55) при использовании граничных условий 
(38) имеют следующие интегралы: 
 
   yBByB   exp1 ,    yDCCyC BC  exp1 , PCy   , (56) 
 
где 1B  и 1C  - постоянные интегрирования. Далее, интегрируя уравнения тепломассопереноса 
(44) и (45) в основной двухфазной области, находим производные температуры и 
концентраций примеси 
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где     APLVPLAPLP VLGkA 1 , 2A  и 3A  - постоянные интегрирования, PLG  и APL  - градиент 
температуры и доля твердой фазы при y , определенные со стороны основной двухфазной 
зоны. В дальнейшем, эти неизвестные будут найдены. Комбинируя теперь выражения (57) и 
(58) с уравнением ликвидуса (44), находим связь между концентрациями B  и C  в основной 
двухфазной области 
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Теперь из уравнений (58) и (59) определяем долю твердой фазы в основной двухфазной зоне 
в виде обратной зависимости 
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Здесь ACP  обозначает долю твердой фазы справа от границы котектическая – основная 
двухфазные зоны. Далее, из выражения (60) определяем протяженности основной 
двухфазной зоны P  и всей области фазового перехода   
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Ради простоты изложения, рассмотрим далее случай 1BCD  [86]. Подставляя (60) в 
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(58), находим концентрацию примеси компонента C  в основной зоне фазового превращения 
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Соотношения (59)-(62) представляют собой параметрическое решение задачи в основной 
двухфазной зоне. При этом, параметром является доля твердой фазы A  (или A 1 ) 
затвердевающего в этой области компонента. 
Подставляя решения (59)-(62) в граничные условия (41)-(43), получаем следующие 
выражения, определяющие неизвестные постоянные: 
 
 
 
0
exp
11  CmB
Vm
DG
CB
B
BL  , (63) 
 
 
 


APLP
APLVLL
PL
k
VLGk
G


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      11 exp CmCmBgB CBCBAPL    , (65) 
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Из соотношений (63)-(65) можно выразить долю твердой фазы компонента A  слева от 
границы основная двухфазная область – расплав. Опуская подробности математических 
преобразований, приведем это выражение к виду 
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Интегрирование уравнений (48)-(50) в котектической области фазового перехода дает 
следующие выражения: 
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  
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V
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В формулах (68) и (69)      SCVSCSCC VLGkA  15 , BA  1 , 6A  и 7A  - постоянные 
интегрирования, SCG  и 

SC  - температурный градиент и доля жидкой фазы справа от 
границы твердый материал – зона котектики. Эти константы будут определены ниже.  
Далее, комбинируя выражения (49), (68) и (69), получаем распределения температуры, 
концентраций примеси и долей твердой фазы обеих компонент в зоне котектики 
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Здесь CCBm  определено в выражении (55), а 
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Далее, учитывая, что  
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d
d
d
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d 


 , 
 
Находим распределение доли твердой фазы в зоне котектики в виде обратной функции 
и безразмерную протяженность котектической области 
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где CP  доля жидкой фазы слева от границы между котектической и основной двухфазными 
зонами. Выражения (70)-(73) определяют решение задачи в котектической области фазового 
перехода. Эти решения имеют параметрический вид, как и решения (59)-(62) в основной 
двухфазной зоне. Однако, параметром здесь является доля жидкой фазы  . 
Подставляя теперь эти решения в граничные условия (51)-(53) и учитывая 
температурный градиент (54), получаем следующие соотношения для неизвестных 
постоянных: 
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где BSC  и 

BSC  - значения доли твердой фазы компонента B  слева и справа от границы 
твердая фаза – котектическая зона, а CSC  и 

CSC  - аналогичные значения для компонента C .  
Подстановка производных температуры из выражений (57) и (68) в первое граничное 
условие (46) определяет явную зависимость скорости затвердевания от температурных 
градиентов в твердой и жидкой фазах 
 
 
V
LLSS
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GkGk
V

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Важным обстоятельством является то, что выражение (76) совпадает со скоростью 
затвердевания плоского фронта и двухфазной зоны, описывающих кристаллизацию 
бинарных смесей. 
Подставляя теперь производные концентраций примеси из выражений (58) и (69) в 
граничные условия (47), находи постоянные 6A  и 7A  
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 VBA6 , VCA7 . (77) 
 
Комбинируя сейчас выражения (74), (75) и (77), получаем квадратное уравнение для 
отыскания доли жидкой фазы справа от границы твердая фаза – область котектики. Его 
решение записывается в виде 
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Выражение (78) имеет только одно решение, лежащее на единичном отрезке.  
Граничные условия (47) позволяют теперь найти пограничные значения концентраций 
примеси CPB  и 4ACCP   на межфазной поверхности между котектической и основной 
областями фазового перехода 
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Подстановка CPB  из (79) во второе граничное условие (46) определяет явное 
выражение для доли твердой фазы справа от границы между двухфазными зонами 
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Соотношение (81) показывает, что ACP  определяется лишь исходными значениями 
концентраций примеси B  и C , а также фазовой диаграммой трехкомпонентной системы. 
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Используя найденные зависимости можно записать решение уравнения (67) в виде 
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Поскольку второй корень не принадлежит единичному отрезку, в качестве решения 
необходимо принимать первый корень 0APL . 
Далее, комбинируя выражения (79) и (80) находим долю жидкой фазы слева от 
границы между котектической и основной двухфазными зонами 
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Учитывая, что выражение (82) полностью определяет константу 4A  из соотношения (80), 
выражение (66) теперь можно использовать для нахождения константы 1C . 
Из соотношений (74) и (75) определяем теперь доли твердой фазы двух компонент 
слева от границы твердая фаза – зона котектики 
 
 
  BBSC , 
  CCSC . (83) 
 
Граничные значения справа от этой поверхности находятся из распределений (72) в виде 
   SCAASC   и    SCBBSC  . Кроме этого, распределения (72) определяют также 
пограничные значения долей твердой фазы ACP  и 

BCP  компонент A  и B  слева от границы 
между котектической и основной двухфазными зонами как    CPAACP   и    CPBBCP  . 
 
На рис. 4 показаны распределения долей твердой и жидкой фаз во всей области 
фазового перехода, состоящей из котектической и основной двухфазных зон. Доля твердого 
вещества A  компонента A , претерпевающего фазовое превращение в регионах I и II, 
монотоно убывает в области фазового перехода. В отличие от нее, доля твердого вещества 
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B  компонента B , который претерпевает фазовое превращение лишь в регионе I, убывает 
только в котектической двухфазной зоне. При этом, протяженность котектической области I 
меньше основной области II фазового перехода. В соответствии с этими зависимостями, доля 
жидкой фазы   монотонно возрастает во всей области фазового превращения (регионы I и 
II). При этом, в регионе I она определяется долями твердого A  и B , а в регионе II – лишь 
долью A . По этой причине распределение  x  также имеет точку перегиба в основной 
двухфазной зоне, как и функция  xA . Проведенные расчеты показывают, что доли твердой 
и жидкой фазы на границах между регионами I и II, а также II и III являются непрерывными 
(они разрывны лишь на границе твердая фаза – зона котектики). 
 
 
 
Рис. 4. Доли твердой фазы A  (сплошная линия) и B  (точечная линия), доля жидкой 
фазы   (пунктирная линия) в зависимости от пространственной координаты Vtzx  . 
Котектическая зона, основная зона и жидкая фаза соответственно расположены в регионах I, 
II и III (регионы изображены для нижней оси x  вертикальными линиями). Теплофизические 
параметры расчетной системы приведены в таблице 1. 
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EB  06.0  
EC  37.0  
AB
EB  10.0  
B  0.035 
C  0.152 
ET  (
O
C) 19  
AB
ET  (
O
C) 5  
MT  (
O
C) 0  
  (см2 с-1) 3101.1   
BD  (см
2
 с-1) 61089.4   
SV kL  (с 
OC см-2) 51052.1   
SL kk  0.25 
SG  (
OC см-1) 5 
LG  (
OC см-1) 0.5 
 
Таблица 1. Расчетные параметры солевого раствора трехкомпонентной системы 
332 NaNOKNOOH   по данным работ [85] и [86] (B  и C  соответствуют 3NaNO  и 3KNO  
на основе обозначений работы [86]). 
 
На рис. 5 изображены распределения концентраций примеси во всей области фазового 
перехода. Основной примесный компонент, имеющий концентрацию  xC , монотонно 
убывает в регионах I и II вследствие вытеснения примеси растущей твердой фазой системы. 
В отличие от этой зависимости, имеющей традиционное поведение, концентрация примеси 
второго компонента  xB  возрастает в зоне котектики, пересекает границу между регионами 
I и II, достигает максимума в основной двухфазной зоне, а затем убывает в этой зоне и в 
жидкой фазе стремясь к исходной концентрации B . Такое, на первый взгляд необычное 
поведение концентрации примеси  xB , объясняется тем, что компонент B  претерпевает 
фазовый переход в регионе I (а это приводит к уменьшению концентрации вблизи границы 
твердая фаза – область котектики). Отметим, что аналогичное поведение концентрации 
примеси  xB  было получено при анализе нестационарной автомодельной кристаллизации в 
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работах [87-91], а также в экспериментах [85]. Однако, в этих работах точка максимума была 
найдена на границе регионов I и II. Причиной смещения максимума в регион II, является то 
обстоятельство, что в работах [87-91] были использованы приближенные уравнения 
диффузии примеси Шейла [83, 84] (уравнения без диффузионных слагаемых). Поэтому 
смещение максимума в глубь основной двухфазной зоны объясняется влиянием 
диффузионного транспорта примеси  xB  в реальной трехкомпонентной системе. 
 
 
 
Рис. 5. Концентрации примеси C  и B  в зависимости от пространственной 
координаты Vtzx  . Обозначения и расчетные параметры соответствуют рис. 4, 
53.0C  см, 79.3  см. 
 
Рассмотренная в настоящей работе теория, описывающая рост кристалла из расплава с 
постоянной скоростью кристаллизации, также описывает и процессы медленного (а потому, 
практически стационарного) замерзания толстого пакового льда. Кроме этого, найденные в 
настоящей работе аналитические решения позволяют исследовать динамическую 
устойчивость затвердевания трехкомпонентных систем (которая ответственна за слоистое 
распределение примеси) по аналогии с теорией устойчивости, развитой в работах [92-95] для 
бинарных расплавов. 
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Дендритный рост в области фазового перехода с учетом турбулентных течений 
Систематическое изучение фазовых превращений в системах жидкость - твердая фаза 
берет начало с конца XIX века с классических работ Стефана. В своих исследованиях Стефан 
использовал модель процесса, учитывающую перенос тепла и движение плоской границы 
раздела фаз - фронта кристаллизации. Предположение о существовании в системе четко 
выраженной границы фазового перехода, как уже отмечалось, выполняется далеко не всегда. 
Так, накопление примеси перед фронтом затвердевания, связанное с ее вытеснением при 
росте твердой фазы, приводит к возникновению перед границей жидкость - твердая фаза 
концентрационного переохлаждения. Описание процесса затвердевания в последующие 
моменты времени с помощью фронтальной модели уже не применимо, поскольку появление 
переохлаждения создает преимущественные условия для роста выступов твердой фазы в 
глубь расплава и развития неустойчивости. Таким образом, перед фронтом появляется 
область смешанного фазового состояния, в которой претерпевают рост элементы твердого 
вещества. Если это происходит достаточно интенсивно, то концентрационное 
переохлаждение может быть практически полностью скомпенсировано выделяющейся 
скрытой теплотой фазового превращения. Такая двухфазная зона получила название 
квазиравновесной. Далее, процесс затвердевания протекает при наличии протяженной 
области фазового перехода, имеющей две подвижные границы. 
Экспериментально было замечено (см., например, работы [96, 97]), что при 
достижении двухфазной зоной некоторой критической толщины ch  концентрация примеси в 
жидкой части системы существенно возрастает. Это обеспечивается притоком примеси из 
каналов, образующихся в двухфазной зоне (под каналами понимаются свободные от твердой 
фазы протоки в двухфазной зоне, заполненные жидкостью). Такие каналы наблюдаются в 
процессах затвердевания, вызванных охлаждением системы сверху или снизу. Так, например, 
в первом случае, при накоплении примеси в жидкой фазе области фазового превращения 
увеличивается плотность жидкости, что приводит к возникновению конвективного течения в 
сторону располагающегося ниже раствора или расплава [98]. При этом, чем ниже 
температура на границе охлаждения, тем толще слой ch  и больше примеси выбрасывается 
конвективными струями в жикость из каналов двухфазной зоны. Вытесненная таким образом 
масса замещается потоком жидкости, идущим в двухфазную область из раствора или 
расплава. Эта жидкость, протекая по двухфазной зоне, частично замерзает, уменьшая 
проницаемость зоны, и выделяет дополнительную скрытую теплоту, замедляющую скорость 
кристаллизации. Указанный механизм приводит к возникновению замкнутых линий тока, 
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характеризующих конвективные течения жидкости в каналах [98, 99]. В качестве причины 
образования каналов можно назвать неустойчивость однородного роста и локальную 
анизотропию области фазового превращения. В работе [99] предложена простейшая модель, 
демонстрирующая механизм возникновения такой неустойчивости, без учета распределения 
доли твердой фазы и диффузионных процессов, которые являются главной причиной 
образования самой двухфазной зоны. Ниже показано, что учет конвективно-диффузионных 
процесов, сопровождающих фазовый переход, приводит к значительному (в разы) 
увеличению области параметров системы, отвечающей неустойчивому режиму. 
Специально отметим, что согласно экспериментальным данным количество 
возникающих в двухфазной зоне каналов может быть от одного канала на весь слиток [96] до 
целой сети каналов, отстоящих друг от друга на расстоянии порядка 1 см [98]. Образование 
указанных каналов (см., например, фотографии в работах [96-99]) конвективного течения 
жидкости является весьма распространенным явлением. Так, при затвердевании сплавов их 
присутствие приводит к неоднородностям примесного распределения [100], при замерзании 
льда они замедляют скорость его прироста [97], при кристаллизации магмы они влияют на 
отложения минералов [101]. Возможно, что они также встречаются на границе внутреннего и 
внешнего ядра Земли [102]. 
Течение жидкости в каналах двухфазной зоны будем описывать с помощью уравнения 
Дарси, для пористой среды 
 
 ),(= pgu l    (84) 
 
где u  - скорость жидкости, p  - давление,   - коэффициент динамической вязкости, l  - 
плотность жидкости, g  - ускорение свободного падения, )(=   - тензор проницаемости 
двухфазной зоны, зависящий от доли твердой фазы  . Проницаемости в горизонтальном 
( h ) и вертикальном ( v ) направлениях связаны с помощью коэффициента анизотропии 
10   : vh 
2=   [100]. Изменение проницаемости с глубиной двухфазного слоя связано 
с наличием температурного градиента. Следуя работе [99], будем моделировать такую 
зависимость следующим образом 
 
 ),(=)(),(exp(0)=)( 2 zzzz vhvv    (85) 
 
где   - параметр неоднородности. 
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Процессы тепло- и массопереноса в двухфазной зоне будем описывать с помощью 
конвективных уравнений теплопроводности, диффузии и уравнения ликвидус, следующего 
из фазовой диаграммы 
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 ,= * mCTT   (88) 
 
где T  - температура, C  - концентрация примеси, L  - скрытая теплота кристаллизации, k  - 
коэффициент распределения примеси, m  - коэффициент наклона линии ликвидус, *T  - 
температура фазового перехода чистого вещества, s  - плотность твердой фазы, m , mc , mk  
и mD  - плотность, теплоемкость, теплопроводность и коэфициент диффузии примеси, 
зависящие от доли твердой фазы  . Коэффициенты переноса в двухфазной зоне 
определяются через коэффициенты переноса в твердой и жидкой фазах согласно правилу 
смесей 
 
 ),(1=,)(1=,)(1=   lmslmssllmm DDkkkccc  (89) 
 
где индексы s  и l  обозначают соответствующие величины, определенные для твердого и 
жидкого состояния. 
На границе области фазового перехода и жидкости выполняются условия баланса 
тепла и массы, которые имеют вид 
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в случае ламинарного потока жидкости в океане и 
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В случае турбулентного потока. Здесь l  и lc  - плотность и теплоемкость жидкости, u  - 
скорость трения, V  - скорость движения межфазной границы, h  и s  - коэффициенты 
турбулентного переноса тепла и массы, а индекс b  обозначает соответствующую величину 
на границе. 
Течение жидкости со скоростью U  (рис. 6) возмущает межфазную границу из 
положения 0=z , соответствующего равновесию, в некоторое новое положение 
)(expˆ=),(= txitxz   . Здесь ˆ  - амплитуда возмущений,   и   - волновое число и 
параметр скорости роста возмущений (параметр неустойчивости), i  - мнимая единица. Будем 
считать, что движение жидкости безвихревое, тогда потенциал скорости удовлетворяет 
уравнению Лапласа 0=  ( =u ). Далее, пренебрегая скоростью течения жидкости в 
двухфазной зоне по сравнению со скоростью течения жидкости в области 0>z , на 
межфазной границе имеем пограничное условие непротекания жидкости. С учетом этого, 
потенциал скорости в жидкости принимает вид 
 
 ).(exp= ziUUx    (92) 
 
 
 
Рис. 6. Схематическая диаграмма процесса. Течение в каналах области фазового 
перехода изображено стрелками. 
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Давление на межфазной границе, определяющее течения в каналах двухфазной 
области, находится из уравнения Бернулли с помощью (9) и имеет вид 
 
 .= 2 Up l  (93) 
 
Далее, принимая во внимание уравнение неразрывности 0=u  для потока жидкости в 
каналах (здесь мы считаем малыми изменения доли твердой фазы в двухфазной зоне, 
вследствие активной циркуляции жидкости в области, занимаемой каналами), из уравнений 
(84) и (85) получаем уравнение для определения давления в зоне фазового перехода 
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решение которого имеет вид: 
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2
4
2
=),(exp=
222
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Отметим, что на поверхности 0=z  выражение (94) переходит в (93). Для простоты 
изложения здесь мы пренебрегаем действием силы тяжести и охватываем ситуации 
охлаждения сверху и снизу. 
Поскольку время релаксации температурного поля намного меньше всех остальных 
характерных времен процесса, температуру в зоне фазового превращения можно считать 
линейной функцией простраственной координаты z : )(exp)(ˆ=),,( txizGzTtzxT b    
(при этом, концентрация примеси определяется уравнением (5)), где bT  - температура на 
межфазной границе, G  - температурный градиент. Амплитуда возмущений температуры ˆ  
находится из системы уравнений (86)-(88) с учетом выражения (94), зависимостей 
коэффициентов переноса от доли твердой фазы   (выражения (89)) и ее возмущений 
)(exp)(),(=),,( 0 txizzxtzx   . Здесь 0  и   - невозмущенное значение и амплитуда 
возмущений доли твердой фазы. Принимая во внимание квазистационарное приближение 
( 0/  t ; его применимость показана в работе [103]) и исключая из системы (3)-(5) группу 
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слагаемых, содержащих 0 , получаем следующее уравнение 
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 где )/(= lls ck  , ls kkK /= , l /=  - кинематическая вязкость. 
Далее, учитывая ограниченность ˆ  при z  и граничное условие  ˆ=(0)ˆ G , 
следующее из температурного распределения, находим решение уравнения (95) при 1  и 
0  
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В случае изотропной ( 1= ) и однородной ( 0= ) структуры области фазового 
перехода решение записывается в виде 
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Исключая из граничных условий (90) долю b  с использованием выражений (88) и 
(89), на межфазной границе в нетурбулентном случае имеем следующее условие 
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При выводе этого соотношения было использовано условие маргинального равновесия на 
межфазной границе со стороны жидкости 
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По аналогии, исключая из граничных условий (91) долю b , в турбулентном случае 
имеем следующее условие на межфазной границе 
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Далее, возмущая выражения (98) и (99) в окрестности положения равновесия 0=z , 
подставляя соотношения (96) и (97), находим параметр эволюции возмущений 
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в нетурбулентном случае и 
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в турбулентном случае. 
Знак параметра   определяет области устойчивости ( 0< ) и неустойчивости ( 0> ) 
процесса. На рис. 7-9 изображены кривые нейтральной устойчивости ( 0= ) при различных 
значениях параметров анизотропии и неоднородности. Для сравнения на рисунках построены 
соответствующие зависимости по данным теории, развитой в работе [99], где была 
рассмотрена упрощенная модель без учета влияния примеси, без учета зависимости 
коэффициентов переноса от доли твердой фазы и без учета ее возмущений (предельный 
переход lD  в нетурбулентной модели дает критерий неустойчивости работы [99]). 
 
 
Рис. 7. Кривые нейтральной устойчивости ( 0 ), рассчитанные для ламинарной 
(сплошные линии, шкала значений слева) и турбулентной (пунктирные линии, шкала 
значений слева) моделей течения жидкости в океане. Пунктирные линии с точками 
обозначают приближенную теорию, развитую в работе [99] (шкала значений справа); 1.0  
- (1) и 1  - (2), 10  м-1. Расчетные параметры морской воды: 910lD  м
2
/с, 
61007.1   м2/с, 810  м2, 22.2sk  Дж/(м
.с.OC), 59.0lk  Дж/(м
.с.OC), 310l  кг/м
3
, 
920s  кг/м
3
, 310187.4 lc  Дж/(кг
.O
C), 50G  OC/м, 2103.5 m  OC/psu, 51035.3 L  
Дж/кг, 4105  u  м/с, 0095.0h , 35hs   , 1T  
O
C, 35S  psu, 2bT  
O
C, 0T  
O
C, 00 k . Области конвективной неустойчивости и устойчивости соответственно лежат 
выше и ниже каждой кривой. 
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Рис. 8. Кривые нейтральной устойчивости ( 0 ), рассчитанные для ламинарной 
(сплошные линии, шкала значений слева) и турбулентной (пунктирные линии, шкала 
значений слева) моделей течения жидкости в океане. Пунктирные линии с точками 
обозначают приближенную теорию, развитую в работе [99] (шкала значений справа); 1   
м-1 - (1) и 100  м-1 - (2), 1.0 . Области конвективной неустойчивости и устойчивости 
соответственно лежат выше и ниже каждой кривой. 
 
Построенные графики показывают, что учет этих факторов существенно расширяет 
области неустойчивости. Это, в частности, объясняется тем, что вытесняемая твердой фазой 
примесь повышает концентрацию и понижает температуру фазового перехода отдельных 
участков жидкости, а это приводит к увеличению неоднородности структурно-фазового 
состава. При этом, уменьшение параметра анизотропии расширяет область устойчивости 
вследствие ослабления конвективного переноса в области фазового превращения, а 
увеличение параметра неоднородности расширяет область неустойчивости вследствие 
интенсификации процессов тепло- и массопереноса в этой области. Выражение (100) 
позволяет оценить скорость роста неровностей (шероховатостей) межфазной границы, 
приводящей к турбулизации жидкости в слое, прилегающем к поверхности 0=z . Оценивая 
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параметр   по порядку величины как ( 45 1010   ) с 1 , находим, что амплитуда неровности в 
1 см может возрасти в разы за несколько часов. Для определения размеров структур 
возникающих неоднородностей необходим расчет амплитуд возмущений, который может 
быть проведен с помощью нелинейного анализа неустойвости. 
 
 
 
Рис. 9. Кривые нейтральной устойчивости ( 0 ), рассчитанные для турбулентных 
условий: 4105  u  м/с, 0095.0h  - (1), 
310 u  м/с, 0095.0h  - (2), 
4105  u  м/с, 
0035.0h  - (3). Области конвективной неустойчивости и устойчивости соответственно 
лежат выше и ниже каждой кривой ( 5.0 , 100  м-1). 
 
Отметим несколько важных особенностей, следующих из анализа рис. 7-9. Как легко 
заметить, область устойчивости является более широкой в турбулентной модели, чем в 
ламинарной при каждом фиксированном значении скорости жидкости U . Такое же 
поведение возникает при увеличении скорости трения и коэффициента турбулентного 
переноса тепла. Это вызвано тем обстоятельством, что турбулентные граничные условия (91) 
или (99) содержат в себе силы трения на межфазной границе двухфазная область – океан, 
которые играют роль стабилизирующего фактора. 
Также отметим, что критерии неустойчивости (100) и (101) определяют различные 
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режимы кристаллизации с областью фазового перехода при наличии либо отсутствии в ней 
каналов, которые ответственны за формирование неровностей ледяного покрытия на границе 
раздела двухфазной зоны и океана. Указанные неровности, в свою очередь, могут сильно 
изменять тепловой поток, исходящий от океана в атмосферу. 
 
2. Математическая модель кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом 
процессов образования и роста ложного дна. Теоретическое решение 
разработанной модели 
 
Настоящая задача будет развита на 2 этапа: кристаллизация в трещинах льда сверху 
под действием охлаждения со стороны атмосферы и кристаллизация льда снизу, вызванная 
просачиванием талой воды через лед под его основание при нагреве поверхности льда с 
образованием ложного дна. 
 
Кристаллизация в трещинах льда сверху 
Напряжения, возникающие во льдах Арктики и Антарктики, приводят к появлению 
трещин, заполненных морской водой, которые существенным образом изменяют картину 
теплообмена между изотермическим океаном и атмосферой. Тепловой поток от океана в 
атмосферу через быстро замерзающие трещины в течение зимы может быть во много раз 
больше, чем через толстый 3-х - 4-х метровый слой льда, который их окружает [104] (для 
доминирования теплового потока через трещины достаточным условием является их 
однопроцентное покрытие всей площади ледяного массива). Когда один процент океана 
покрыт трещинами, объем образующегося в них льда в течение зимы эквивалентен объему 
льда, образующемуся в остальной части вековых льдов Арктики. Модельные расчеты работ 
[105, 106] подтверждают сказанное и показывают, что роль молодого тонкого льда на 
тепловой баланс является наиболее ярко выраженной в апреле месяце. 
Математическое моделирование проблем такого типа основано на нелинейных 
термодиффузионных моделях (типа модели Стефана) с подвижными границами фазового 
перехода. Нестационарность и нелинейность уравнений тепло- и массопереноса, граничных 
условий к ним и априори неизвестные законы движения границ фазового перехода очень 
сильно затрудняют получение решения, тем более, если речь идет об аналитическом 
представлении результатов. Явное решение проблемы, как правило, удается получить, если 
существует определенное соотношение между пространственной и временной координатами 
процесса (так, например, квазистационарный режим кристаллизации с двухфазной зоной 
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аналитически описан в работах [72, 73]). В общем случае, при описании существенно 
нестационарных процессов, когда такого соотношения заранее неизвестно, обычно 
пользуются феноменологическими подходами (см., например, [107, 108]), описывающими 
лишь основные черты явления. Поэтому изучение процесса формирования молодого льда в 
трещинах представляет собой важную задачу как с практической, так и с теоретической точек 
зрения. 
В настоящем исследовании предложено математическое описание результатов 
наблюдений (см. [109, 110]) по кристаллизации морской воды в трещинах льдов при сильных 
изменениях атмосферной температуры и при наличии ложного дна. В отличие от работы 
[110], где сделана попытка математического описания данного эксперимента на основе 
феноменологических балансовых соотношений и полиномиальной аппроксимации 
экспериментальных данных, данное исследование основано на термодиффузионной модели 
двухфазной зоны и ряде обоснованных гипотез, позволяющих получить явное аналитическое 
решение нестационарной и нелинейной проблемы кристаллизации морской воды в трещинах 
льда и обеспечивающих новизну данной работы. 
Приведем здесь краткое описание наблюдений, проводившихся в апреле 1992 года, 
отражающее лишь их основную суть. В ходе наблюдений буй, имеющий почти метровую 
длину, погружался в морскую воду в только что образовавшейся трещине во льду и с 
помощью термисторов измерял температурное поле на различной глубине и толщину льда в 
различные моменты времени. Результаты наблюдений и их детальное обсуждение можно 
найти в работах [109] и [110]. 
Процесс кристаллизации может быть описан на основе различных предположений и 
гипотез. Продемонстрируем сначала один из вариантов классической модели плоского 
фронта: лед и морская вода разделены плоской границей фазового перехода - фронтом 
кристаллизации )(th , движущимся вглубь океана за счет атмосферного охлаждения границы 
0=z . Изменения атмосферной температуры со временем - функцию )(tTa , определенную 
при 0=z , будем считать известной из работы [109]. Будем описывать процесс 
кристаллизации в рамках фронтальной модели Стефана, полностью игнорируя 
диффузионные процессы. Анализ наблюдений показывает, что температурный профиль в 
твердой фазе ),( tzTi  в каждый момент времени может приближенно считаться линейной 
функцией пространственной координаты z  (аналогичное предположение было сделано 
авторами работы [110]). С физической точки зрения это означает, что температуры на 
различных глубинах претерпевают почти самоподобное изменение с небольшими 
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отклонениями от «чистого» самоподобия, которые характеризуются изменением глубины z . 
С точки зрения математического моделирования это означает, что в уравнении 
теплопроводности во льду (при )(<<0 thz ) можно опустить производную температуры по 
времени, вследствие очень быстрой релаксации температурного поля по сравнению с 
временем движения фронта )(th  кристаллизации. 
Из вышесказанного следует, что температура в твердой фазе может быть представлена 
в виде: 
 
 ),(<<0,)()(=),( 1 thzztatTtzT ai   (102) 
 
где функции )(1 ta  и )(th  определяются из граничных условий. Будем считать, что океан 
представляет собой почти изотермическую среду ([109]) с температурой pT , остающейся 
постоянной на всех временах процесса при )(thz  . Это означает, что pi TtthT =)),((  на 
фронте кристаллизации. Подставляя это условие в соотношение (102), получаем 
распределение температуры льда в виде: 
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Положение )(th  фронта кристаллизации определяем из условия баланса тепла 
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где ik  и VL  соответственно представляют собой коэффициенты теплопроводности льда и 
скрытой теплоты кристаллизации. Подстановка распределения температуры согласно 
соотношению (103) в это граничное условие дает дифференциальное уравнение для 
отыскания функции )(th . Решая это уравнение, имеем 
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Здесь учтено, что 0=(0)h . Таким образом, выражения (103) и (104) полностью определяют 
решение фронтальной модели о кристаллизации морского льда. 
Необходимо отметить, что полученные фронтальные зависимости далеки от 
наблюдаемых. Это вызвано тем обстоятельством, что в реальных системах лед замерзает при 
наличии протяженной области фазового перехода (двухфазной зоны), которая часто 
называется ледяной шугой. Далее, если предположить, что температура pT  не является 
величиной постоянной и зависит от времени на фронте кристаллизации при )(= thz , т.е. если 
относиться к ней как к параметру, можно отметить следующее. При увеличении модуля 
pT  
значения функции )(th  при каждом фиксированном t  уменьшаются, т.е. положение фронта 
удаляется от наблюдаемой зависимости, а функция ),( tzTi  при каждом фиксированном 
значении z  слегка приближается к наблюдаемому профилю. Уменьшение модуля pT  
приводит к противоположным результатам. Из сказанного следует, что изменения 
температуры на фронте кристаллизации не могут согласовать теорию и наблюдения или, 
другими словами, фронтальная теория адекватно не описывает данные наблюдений. Это 
может быть вызвано тем обстоятельством, что в реальных системах не существует четко 
выделенной границы фазового перехода, как во фронтальной модели, а существует область, 
внутри которой вода превращается в лед. Такая область фазового перехода описывается так 
называемой моделью двухфазной зоны. В этой модели границы зоны определяются таким 
образом, чтобы по внешние стороны от них находились только чисто твердая (лед) и чисто 
жидкая (морская вода) фазы (рис. 10). 
Будем описывать рассматриваемый процесс кристаллизации на основе модели 
квазиравновесной двухфазной зоны концентрационного переохлаждения. 
Как и ранее, основываясь на данных наблюдений работы [109], температурный 
профиль во льду в каждый момент времени будем предполагать линейной функцией 
пространственной координаты 
 
 ),(<<0,)()(=),( 1 tazztCtTtzT ai   (105)
 
 
где )(1 tC  - некая функция времени. Температурный профиль в двухфазной зоне, основываясь 
на тех же данных, также будем полагать линейной функцией координаты z , т.е. будем 
считать 
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Рис. 10. Схема процесса кристаллизации сверху от холодной атмосферы при наличии 
двухфазной зоны. 
 
 ),(<<)(),()(=),( 21 tbztatzTtTtzTm   (106)
 
 
где )(ta  и )(tb  - границы зоны: лед - двухфазная зона и двухфазная зона - вода 
соответственно. Функции )(1 tT  и )(2 tT  находятся из решения задачи (подчеркнем, что 
наклоны распределений (105) и (106) разные). Однако, линейность температуры ),( tzTm  
означает не только, что время существенного увеличения зоны намного больше времени 
релаксации температурного поля, но и малость изменений доли твердой фазы в зоне 
(последнее согласуется с полученным решением и обсуждается ниже). 
Учитывая, что коэффициент диффузии намного меньше коэффициента 
температуропроводности, запишем уравнение баланса массы в двухфазной зоне 
 
 ),(<<)(0,=))((1 tbztaC
t
m


 (107)
 
 
где   - доля твердой фазы в двухфазной зоне, а mC  - соленость морской воды 
(интегрирование уравнения (107) дает хорошо известную формулу Шейла). Уравнение (107) 
подразумевает, что вся соль вытесняется льдом в жидкую матрицу системы. Будем считать, 
что двухфазная зона находится в состоянии термодинамического равновесия, тогда 
 69 
температура и концентрация соли связаны уравнением ликвидус 
 
 ),(<<)(,= tbztamCT mm   (108)
 
 
где m  - коэффициент наклона линии ликвидус. 
На границе лед - двухфазная зона выполняются условия непрерывности температуры, 
а также баланса тепла и массы: 
 
 ),(=,=,= tazTT mia  (109)
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Здесь )(= taa   - доля твердой фазы на границе лед - зона (определяется решением задачи), 
wk  - коэффициент теплопроводности воды, wD  - коэффициент диффузии в воде. 
На границе двухфазная зона - океан выполняются условия непрерывности 
температуры и баланса тепла: 
 
 ),(=,=,= tbzTT pmb  (112)
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где b  - доля твердой фазы на границе зона - океан, а pT  - постоянная температура морской 
воды при )(tbz  . Специально отметим, что в рамках рассматриваемой модели, на этой 
границе отсутствует аналог условия (111) баланса массы. Это вызвано тем обстоятельством, 
что изменение градиента температуры при )(= tbz  со стороны зоны (при постоянной 
температуре в океане) приводит к соответствующему изменению концентрационного 
градиента в точке )(= tbz  и, соответственно, к изменению протяженности двухфазной зоны в 
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соответствии с условием концентрационного переохлаждения 
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справедливом как внутри двухфазной зоны, так и на ее границах. Поясним физический смысл 
сказанного. Понижение температуры в призонном слое в океане приводит к началу 
кристаллизации, которая идет до тех пор, пока концентрация не достигнет значения, 
соответствующего равновесию при данной температуре. 
Интегрируя уравнение (107) с учетом выражений (106) и (108) и граничного условия 
(112), получаем распределение доли твердой фазы в двухфазной зоне 
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Подставляя выражения (105), (106), (108), (114) в граничные условия (109)-(113), получим: 
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Из выражения (115) видно, что если 1=a , то 1=b , т.е. вся зона заполнена твердой фазой 
(фронтальная модель). Поскольку это не так, заключаем, что 1a  и множитель a1  в 
условии (118) можно сократить. 
Комбинируя условия (115), (117) и (119), находим долю твердой фазы на границе лед - 
двухфазная зона: 
 
 
 
.
)()(
1)(
1=)(
tbta
dt
dbL
T
T
t
bV
p
bp
a








 (121)
 
 
Далее, подставляя функцию )(2 tT  из (119) в (118), имеем: 
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Учитывая теперь, что скорости движения обеих границ достаточно маленькие [109, 110] 
(пренебрегая слагаемым, содержащим произведение )/)(/( dtdbdtda ), получаем линейное 
дифференциальное уравнение, связывающее )(ta  и )(tb . Интегрируя это уравнение с учетом 
начальных условий 0=(0)=(0) ba , находим: 
 
 ).(=)( tb
T
LD
ta
p
bVw



 (123)
 
 
Данные начальные условия допустимы, так как характерные времена наблюдений [109] 
намного превосходят времена зарождения двухфазной зоны. 
Подставляя )(1 tC  и )(2 tT  из выражений (116) и (119) в условие (117), исключая )(ta  с 
помощью соотношения (121), получим нелинейное дифференциальное уравнение, 
содержащее функции )(ta  и )(tb : 
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Далее, подставляя выражение в квадратных скобках из (122) в (124), учитывая (123) и 
выполняя необходимые преобразования, приходим к линейному дифференциальному 
уравнению относительно )(2 tb : 
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Интегрируя последнее уравнение с учетом условия 0=(0)b , получаем закон движения 
границы двухфазная зона - океан: 
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Из выражения (125) видно, что при постоянной температуре aT  атмосферы, закон движения 
обеих границ зоны, как и следовало ожидать, становится автомодельным [72]. В случае 
изменяющейся температуры атмосферы границы )(ta  и )(tb  находятся между двумя 
автомодельными режимами, соответствующими максимальной ( maxT ) и минимальной ( minT ) 
температурам атмосферы за период наблюдений. Так, например, для границы )(tb , имеем 
 
     .2)(2 tTT
I
tbtTT
I
minpmaxp   
 
Другими словами, выражение (125) демонстрирует влияние временной дисперсии на 
динамику процесса. 
Таким образом, решение рассматриваемой нелинейной нестационарной задачи 
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полностью определяется выражениями (105), (106), (108), (114), (116), (119)-(121), (123), (125) 
в явном аналитическом виде. Необходимо специально отметить, что полученное решение 
зависит от свободного параметра b , который в рамках данной модели не определяется. 
Величина b  подбирается путем сопоставления теории и наблюдений для одной из 
расчетных зависимостей. При этом все остальные зависимости становятся определенными 
для любых глубин и времен процесса. 
Представляет интерес сопоставление результатов развиваемой в работе теории 
двухфазной зоны с фронтальной теорией. Если формально принять, что 1=b  (т.е. если 
считать, что вся двухфазная зона заполнена твердой фазой), то можно заметить, что 
выражение (125) переходит в выражение (104), )(ta  и ),( tz  обращаются в единицу, )(1 tT  и 
)(=)( 21 tTtC  соответственно переходят в )(tTa  и )(1 ta . Другими словами, решение задачи с 
двухфазной зоной в предельном случае имеет переход к фронтальному решению. 
На рисунках 11 и 12 представлено сравнение развиваемой теории с 
экспериментальными наблюдениями [109] (см. также [110]). Свободный параметр b  
варьировался и подбирался таким образом, чтобы лучше всего удовлетворить одной из 
наблюдаемых зависимостей (как видно, остальные зависимости также хорошо описываются 
теорией при данном значении b ). Все кривые, построенные для двух значений свободного 
параметра b , существенно отличаются от фронтальных решений и прекрасно описывают 
динамику результатов измерений толщины льда и температурные колебания на различных 
расстояниях от поверхности. 
Рис. 13 иллюстрирует динамику изменения доли твердой фазы на границе лед - 
двухфазная зона. Можно отметить, что практически на всех временах процесса доля a , а 
также и   ( ab   ), претерпевает лишь незначительные изменения как с координатой, 
так и со временем (быстрый рост   происходит лишь на начальных временах (порядка 100 
минут) процесса кристаллизации, когда начинает замерзать тонкая корочка льда у 
поверхности). Поэтому, линейный профиль температуры в двухфазной зоне, приближенно 
описываемый уравнением теплопроводности вида 0=)/,( 22 ztzTm  , представляется вполне 
обоснованным. Учитывая сказанное и используя уравнение (108), теперь нетрудно показать 
справедливость уравнения (107). 
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Рис. 11. Толщина льда в зависимости от времени согласно наблюдениям работ [109, 
110], фронтальной модели роста льда и модели двухфазной зоны. 
 
 
Рис. 12. Температура в зависимости от времени на фиксированной лубине, 
отсчитываемой от поверхности льда (цифры у кривых). Кружки изображают данные 
наблюдений [109, 110]. 
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Рис. 13. Зависимости доли твердой фазы на границе лед – двухфазная область и 
тепловых потоков от времени. 
 
Представляется важным отметить, что наблюдаемая в природе граница льда и океана 
не разделяет чистый лед и замерзающий океан, а разделяет двухфазную среду с высоким 
содержанием льда ( 0.90.5: , ср. с рис. 13) и морскую воду без льдинок (рис. 11, 
зависимость )(tb ). Граница )(ta , отделяющая чистый лед от двухфазной среды, значительно 
отстает от границы )(tb  в силу того, что в зоне с высоким содержанием льда процесс 
кристаллизации сильно затруднен в силу повышенного содержания соли в жидкой матрице 
зоны. Это связано с тем обстоятельством, что кристаллизующийся лед вытесняет 
практически всю примесь, а характерные времена ее диффузионного отвода намного 
превосходят времена релаксации поля температуры. Когда же такой процесс изучается в 
природе или лаборатории, граница льда и воды регистрируется вмораживаемым в лед 
датчиком температуры, не анализирующим долю твердой фазы вокруг себя (кроме того, 
такой датчик сам может стать центром кристаллизации). Поэтому измерения на практике 
границы )(tb  (а не )(ta ) являются вполне логичными и хорошо описываемыми в рамках 
развиваемой теории. 
С поверхности льда в атмосферу излучается тепловой поток, равный произведению 
коэффициента теплопроводности льда на градиент температуры в точке 0=z . В рамках 
данной модели этот поток представляется в виде )(=)( 1 tCktJ iC . Отводимый в атмосферу 
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поток )(tJC  обусловлен потоком скрытого тепла, выделяющегося в процессе кристаллизации 
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и некоторыми другими факторами. На рис. 13 изображена динамика тепловых потоков, 
показывающая, что )(tJC  и )(tJL  очень близки друг к другу. В рамках рассматриваемой 
модели остаточный тепловой поток )()(=)( tJtJtJ LC   (см. рис. 13) обусловлен теплотой, 
отводимой от океана в атмосферу. Отметим, что этот поток является существенным лишь на 
начальной стадии процесса (рис. 13 показывает, что позднее он падает в несколько раз). 
Другими словами, это происходит на временах значительного изменения доли твердой фазы 
в двухфазной зоне. Обратим внимание на то обстоятельство, что уменьшение теплового 
потока )(tJ  происходит в моменты времени, соответствующие падению температуры в 
атмосфере и наиболее быстрому росту зоны (эти моменты времени на рис. 11 выражены 
"горбами" функции )(tb ). На флуктуации потока )(tJ  (соответствующие временам, 
характеризующим сформировавшуюся зону) также могут влиять: радиационная 
составляющая, вызванная потоком солнечного излучения, неоднородность температуры и 
конвективные течения в океане, и т.п. Изучение этих факторов оставляет широкое поле 
деятельности для будущих исследований. 
В заключение, в этой части работы исследована нелинейная динамика замерзания 
морской воды в трещинах вековых льдов Арктики и Антарктики. Общими выводами 
являются: 
1. В работе развита и обоснована математическая модель, описывающая 
кристаллизацию молодых льдов (и других систем, практически полностью вытесняющих 
примесь), на основе представлений о равновесной двухфазной зоне. Данная модель, 
существенно отличающаяся от фронтальной модели и известных ранее подходов, адекватно 
описывает физическую картину процесса и хорошо согласуется с наблюдениями. 
2. В рамках развиваемой модели, впервые получено аналитическое решение 
нелинейной нестационарной проблемы кристаллизации морской воды при произвольных 
изменениях со временем температуры атмосферы на поверхности льда. При этом, выражения 
(123) и (125) определяют точный вид законов движения границ фазового перехода и 
протяженность двухфазной зоны. Эти выражения также показывают, что сильно 
нестационарный режим кристаллизации находится между двумя автомодельными режимами, 
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соответствующими максимальной и минимальной температурам за период наблюдений. 
3. Двухфазная зона представляет собой область с высоким содержанием льда (большая 
доля твердой фазы). Граница фазового перехода лед - двухфазная зона сильно отстает от 
границы фазового перехода двухфазная зона - океан благодаря практически полному 
вытеснению льдом соли в окружающую его жидкую матрицу системы. 
4. В рамках рассматриваемой модели получены аналитические выражения для 
кондуктивного (исходящего с поверхности льда в атмосферу) потока тепла и потока скрытого 
тепла (выделяющегося в процессе кристаллизации), которые оказываются достаточно 
близкими друг к другу практически на всех стадиях (за исключением, может быть, лишь 
самых начальных) процесса. Указанные потоки тепла, исходящие в атмосферу при 
образовании молодого льда, намного превосходят потоки, исходящие через вековой лед, и 
определяют динамику теплового бюджета планеты во льдах Арктики и Антарктики. 
 
Кристаллизация снизу с ложным дном 
Предположим теперь, что при повышении температуры атмосферы в весенне-летний 
период времени на поверхности льда образуется талая вода. Эта вода будет просачиваться 
под лед и, вступая в контакт с соленой морской водой под его поверхностью, будет 
приводить к образованию корки льда, разделяющей океан от слоя основного льда. Другими 
словами, в процессе замерзания будет появляться ложное (или второе) дно. Слой пресной 
воды, разделяющий слои льда имеет нулевую температуру и, поэтому, кристаллизация 
сверху и снизу становятся независимыми друг от друга. Это позволяет отдельно рассмотреть 
задачу об эволюции ложного дна. Приведем в начале несколько важных особенностей 
возникновения таких структур льда в природе. 
 
Проникновение талой воды, собирающейся в лужи на поверхности льда, через 
трещины под его основание, приводит к образованию подледных талых прудов. При этом 
соленость морской воды около льда падает практически до нулевых значений [111]. 
Возникающее переохлаждение и конвекция приводят к зарождению и срастанию кристаллов 
льда, формирующих ледяную корку под поверхностью ледяного покрова между слоями 
соленой и пресной воды, называемую ложным дном [112, 113]. Механизмы зарождения и 
последующего роста ложного дна были подтверждены лабораторными исследованиями [114], 
где выявлены следующие стадии процесса: первоначальная конвекция, образование и 
боковой рост кристаллов льда, формирование ледяной корки и ее последующий рост вверх в 
направлении талой (пресной) воды. В естественных условиях ложное дно может 
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формироваться в течение нескольких часов [115], распространяться в ширину до нескольких 
метров, иметь толщину несколько дециметров и скорость роста порядка нескольких 
сантиметров в день [116]. Нансен отмечал, что значительный прирост льда в летние месяцы 
происходит за счет замерзания воды под ледяным покровом [117]. Наличие ложного дна 
существенным образом уменьшает скорость плавления тонкого льда [118] и приводит к 
уменьшению его отражательной способности [115]. Можно также отметить, что дренаж 
пресной воды сквозь ледовую толщу и ее аккумулирование под ней играют важную роль при 
транспорте загрязняющих примесей и биологических организмов под лед с возможным 
последующим их вмораживанием благодаря росту ложного дна [119]. 
Экспериментальные данные показывают, что фазовый переход при замерзании 
ложного дна протекает в протяженной области, заполненной твердой и жидкой фазами [114, 
120]. Математические модели, учитывающие наличие такой области - двухфазной зоны и 
турбулентного движения жидкости в океане, до настоящего времени практически не 
рассматривались. Возможно это связано с их чрезвычайной сложностью в определении всех 
параметров, нестационарностью уравнений и границ фазового перехода. В настоящем 
исследовании приведена такая нелинейная модель и получены ее точные аналитические 
решения. 
Рассмотрим процесс направленной кристаллизации зародившегося ложного дна вдоль 
пространственной оси z , направленной вертикально вверх (рис. 14). Будем считать, что талая 
вода и двухфазная зона соответственно располагаются в областях 0<<)( zta  и 
)(<<)( taztb , а соленая вода находится в регионе )(< tbz . Здесь )(ta  и )(tb  обозначают 
положения границ фазового перехода «талая вода - двухфазная зона» и «двухфазная зона – 
океан». Температурный профиль в двухфазной зоне будем предполагать линейной функцией 
пространственной координаты 
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где )(tTa  и )(tTb  - температуры на границах )(ta  и )(tb  (эти функции определяются 
решением). Линейность температурного профиля означает, что в уравнении 
теплопроводности опущена производная температуры по времени, а доля твердой фазы 
претерпевает несущественные временные колебания [77]. Этот вывод также подтверждается 
экспериментально [114]. 
Учитывая, что диффузионные потоки через границы )(ta  и )(tb  двухфазной зоны 
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практически отсутствуют [114], запишем уравнение баланса массы в двухфазной области: 
 
 
Рис. 14. Схема процесса кристаллизации с ложным дном по направлению снизу вверх, 
от океана к атмосфере. 
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где   - доля твердой фазы в двухфазной зоне, mS  - соленость морской воды. 
Будем считать, что двухфазная зона находится в состоянии термодинамического 
равновесия, тогда температура и соленость связаны уравнением ликвидус [114, 115] 
 
 ),,(=),( tzmStzT mm   (128) 
 
где m  - коэффициент наклона линии ликвидус. 
Будем также считать, что тепловой и диффузионный потоки на границе )(= taz  со 
стороны чистой воды вносят незначительные вклады [114]. В этом случае пограничные 
условия баланса тепла и массы на этой границе имеют вид: 
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Здесь VL  - скрытая теплота кристаллизации, D  - коэффициент диффузии, ik  и wk  - 
коэффициенты теплопроводности льда и воды. Специально отметим, что условие (130) 
означает, что диффузия примеси непосредственно следует за смещением границы )(ta  (это 
модельное предположение подтверждается лабораторными экспериментами [114], где 
процесс замерзания происходил при очень малом градиенте солености в области )(taz  ). 
Поскольку тепло- и массоперенос на границе )(= tbz  со стороны соленой воды 
существенным образом зависит от турбулентного течения жидкости, запишем граничные 
условия следующим образом [115, 121, 122]: 
 
    ,)(1= bwwh
m
bwbibV TTuc
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T
kk
dt
db
L 


   (131) 
  
  ,= bsbb SSu
dt
db
S   (132) 
 
где h  и s  - коэффициенты турбулентного переноса, w  и wc  - плотность и теплоемкость 
воды, u  - скорость трения, T  и S  - значения температуры и солености в океане вдали от 
границы )(tb . Нижние индексы a  и b  в выражениях (129)-(132) обозначают величины на 
границах )(ta  и )(tb  соответственно. 
В работах [122, 123] показано, что nsh D)/(=/  , где 4/5<<2/3 n , а   - 
коэффициент температуропроводности. Полагая 3101.4=   м2/с и 6106.8= D  м2/с, имеем 
[115]: 70/35  sh  . 
Модель (126)-(132) представляет собой нелинейную систему уравнений и граничных 
условий, описывающих нестационаррный процесс кристаллизации ложного дна с двухфазной 
зоной при учете турбулентного течения жидкости у границы между соленой водой и 
двухфазной зоной. 
Интегрирование уравнения (127) с учетом зависимости (128) определяет долю твердой 
фазы в двухфазной зоне: 
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где mT  определена выражением (126). 
Из выражений (128)-(130) находим долю твердой фазы на границе )(ta : 
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Комбинируя теперь выражения (133) и (134), определяем температуру bT  на границе между 
двухфазной зоной и соленой водой: 
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Исключая dtdb/  из граничных условий (131) и (132), вычитая скорости движения 
границ из условий (129) и (132), принимая во внимание уравнение (128) линии ликвидус и 
учитывая, что 
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получаем нелинейную систему уравнений для определения толщины двойного дна и 
температуры aT : 
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где 
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Если скорость u , значения температуры T  и концентрации соли S  считаются 
независящими от времени величинами или заменяются таковыми (см., например, [115]), то 
нелинейная система (136) имеет точное аналитическое решение. В этой ситуации 
коэффициенты 1P  и 3P  явно не зависят от временной переменной t , а являются функциями 
только aT . Исключая из системы (136) толщину )()(=)( tbtath   ложного дна, определяем 
зависимость времени от температуры aT : 
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Из выражения (137) по найденной зависимости )( aTt  нетрудно определить обратную 
функцию )(tTa . 
Если хотя бы одна из величин u , S  или T  становится зависящей от времени, тогда 
исключая )()( tbta   из уравнений (136), приходим к задаче Коши для определения 
зависимости )(tTa :  
 ),,(=
)(
tTg
dt
tdT
a
a  (138) 
 
где ),( tTg a  известная функция. При этом, начальное значение 0aT  температуры aT  
определяется из первого уравнения (136). 
Интегрируя уравнение (132) с учетом (128), находим закон движения границы ложное 
дно - океан: 
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где функции )( ab TT  и )(tTa  определяются выражениями (135), (137) и (138). Закон движения 
второй границы )(ta  между двухфазной зоной и талой водой теперь известен и определяется 
первым соотношением (136). 
Для сравнения развиваемой теории с данными наблюдений на рис. 15 показана 
динамика изменения координаты (0))(=)(0 btbtb   ложного дна в соответствии с выражением 
 83 
(139) при различных значениях скорости трения (две зависимости построены для 
осредненных фиксированных значений u  при помощи (137), одна - при u , рассчитанном из 
теории подобия в работе [115], при помощи (138)). Значение доли твердой фазы на границе 
между соленой водой и ложным дном традиционно принималось близким к единице (см., 
например, [115]), 0.99=b  ( 1b ). На рис. 16 показаны колебания доли твердой фазы на 
границе )(ta  и тепловой поток )(= bwwh TTucJ   на границе )(tb , направленный 
вертикально вниз. Настоящая теория позволяет оценить правильность выбора значения 
коэффициента 0.0095=h  турбулентного переноса по данным работы [115]. Для этого 
выразим указанный коэффициент через число Стэнтона: 
 
 
 
Рис. 15. Зависимость скорости трения u  (шкала значений справа) от времени по 
данным наблюдений "AIDJEX" (см., например, [115]). Экспериментальное и теоретическое 
значения координаты 0b  (шкала значений слева) в зависимости от времени в соответствии с 
наблюдениями "AIDJEX" и настоящей теорией. Время по горизонтальной оси выражено в 
днях 1975 года согласно наблюдениям "AIDJEX". 
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где fT  - температура замерзания морской воды при солености S . Выражая отсюда 
коэффициент h  и усредняя его по времени в соответствии с данными наблюдений "AIDJEX" 
от 0 до 10.25=  суток, получим 
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что составляет порядка четырех процентов от расчетного значения 0.0095=h  (при скорости 
0.6=u  м/с и 0.0055=St , выбранном по данным работы [115]). 
 
 
 
Рис. 16. Доля a  твердой фазы и тепловой поток J  в зависимости от времени, 
определенные при временных колебаниях скорости (см. рис. 15). Время по горизонтальной 
оси выражено в днях 1975 года согласно наблюдениям "AIDJEX". 
 
В реальных ситуациях значения температуры T  и солености S  могут изменяться со 
временем, как и значение скорости u . Такие изменения, в соответствии с данными 
наблюдений, показаны на рис. 17 и 18 по данным работы [115]. На основе выражений (138) и 
(139) с учетом этих зависимостей была определена толщина )()(=)( tbtath   ложного дна и 
тепловой поток на границе между морской водой и ложным дном (см. рис. 18). 
Развитая в работе теоретическая модель и полученные на ее основе решения 
позволяют сделать следующие выводы. Модельные расчеты по протяженности двухфазного 
слоя ложного дна и положениям его границ фазового перехода соответствуют данным 
наблюдений [114-116]. Тепловой поток )(tJ  на нижней границе дна сильно зависит от 
колебаний температуры )(tT  на глубине и осцилляций скорости )(tu . В частности, как 
показывает рис. 18, внезапное увеличение скорости может приводить к изменению знака 
потока J . Другими словами, направление потока в эти моменты времени меняется с 
направления вниз в глубину океана на направление вверх в сторону льда. Физически это 
связано с увеличением потока массы в соответствии с уравнением (132) и размыванием 
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границы между соленой водой и ложным дном. 
 
 
 
Рис. 17. Зависимости температуры и солености морской воды вдали от границы )(tb  
фазового перехода по данным наблюдений "SHEBA" (см., например, [115]). Время по 
горизонтальной оси выражено в днях 1998 года согласно наблюдениям "SHEBA". 
 
 
 
Рис. 18. Скорость трения u  по данным наблюдений "SHEBA" ([115]), толщина h  
двойного дна и тепловой поток J  согласно настоящей теории. Время по горизонтальной оси 
выражено в днях 1998 года согласно наблюдениям "SHEBA", 1=(0)(0) ba   см. 
 
Увеличение потока массы на границе )(tb  приводит к падению температуры )(tTb . Ее 
величина становится ниже температуры )(tT  на глубине, в результате чего тепловой поток 
идет из глубины океана в направлении ложного дна. Рис. 16 и 18 демонстрируют, что 
величина теплового потока, связанного с замерзанием ложного дна, сравнима по величине с 
другими вкладами в результирующий тепловой поток (см., например, [124]). Последнее 
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означает, что данный тепловой поток может оказывать существенное влияние на теплообмен 
между океаном и атмосферой, что особенно проявляется в летний период, для которого 
характерны процессы образования и эволюции ложного дна [115, 116]. 
 
 
Рис. 19. Схема процесса замерзания сверху и снизу при наличии двух областей 
фазового перехода. 
 
Поскольку решения двух задач о кристаллизации льда сверху и замерзании ложного 
дна снизу являются независимыми друг от друга, решение поставленной в проекте задачи 
описывается с помощью развитых теорий в настоящей части отчета. На рис. 19 приведено 
схематическое изображение процесса о затвердевании льда в трещинах, осложненое 
замерзанием ложного дна со стороны океана по направлению к атмосфере. При этом, все 
физические выводы о динамике изучаемых зависимостей, сделанные на основе решений двух 
независимых задач, остаются справедливыми при исследовании двух встречных процессов 
замерзания льда, показанных на рис. 19. 
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Отчет по обобщению и оценке результатов исследований 
 
Проведенные по проекту «Динамика фазовых переходов при замерзании льда и ее 
влияние на теплообмен между океаном и атмосферой» научные исследования находятся на 
передовом уровне исследований по данному направлению развития мировой науки, что, в 
частности, подтверждается высоким уровнем публикаций авторского коллектива в 
престижных реферируемых журналах, а также защитой кандидатских диссертаций членами 
научной группы. Все задачи, поставленные в проекте, решены в полном объеме. Молодые 
члены научного коллектива (аспиранты и студенты) получили закрепление в научно-
образовательной сфере. Такое же закрепление относится и к уже защитившим кандидатские 
диссертации молодым научным кадрам. Обобщением всей научной работы по проекту 
является решение сложных геофизических задач о замерзании льда при наличии движущихся 
границ фазовых переходов и нелинейных влияниях на кристаллизационный процесс 
различных факторов (например, колебаний атмосферной температуры). Коротко 
проделанную работу можно охарактеризовать следующим образом. Вначале был проведен 
анализ литературных источников и выполнены прогнозные исследования, позволившие 
выбрать оптимальные методы решения рассматриваемых проблем. Эта часть работы была 
разработана для разработки математической модели и метода ее решения для процессов 
замерзания воды в трещинах океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости 
в океане и протяженной области фазового перехода. Затем был разработан метод решения 
задачи при учете турбулентных течений жидкости в океане и его неизотермичности. Были 
определены распределения температуры и солености, доли твердой фазы в области фазового 
перехода, исследована динамика положений границ фазового перехода лед – двухфазная зона 
и двухфазная зона – океан. Эти характеристики процесса позволили рассчитать поправки к 
тепловому потоку, исходящему с поверхности льда в атмосферу, которые вызваны 
замерзанием воды в трещинах льда. Данные исследования были проведены с учетом 
дополнительных работ, учитывающих развитие ложного (второго) дна. Далее были 
разработаны математическая модель и методы ее решения для исследования влияния 
волновых течений жидкости на процессы роста океанических льдов при учете пористости 
льда, протяженной области фазового превращения, неоднородного распределения давления. 
Был произведен анализ морфологической устойчивости, который позволил определить 
критические значения частоты колебаний и волнового числа при которых происходит 
наступление режима неустойчивости. Затем были разработаны математическая модель и 
методы ее решения для дендритного роста льда при учете турбулизации жидкости на его 
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поверхности. Данное исследование позволило изучить динамику роста изолированных 
дендритных структур, растущих в переохлажденной морской воде, с учетом течений 
жидкости вблизи межфазной границы лед – океан. Были разработаны модели и методы их 
решения для кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов образования и роста 
ложного дна. 
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Заключение 
 
Научные материалы, изложенные в отчете представляют собой единую теорию 
исследования нелинейных процессов направленной кристаллизации, протекающих при 
наличии зоны двухфазного состояния вещества в нестационарных условиях. Научные 
результаты третьего этапа основываются на результатах, полученных на первом и втором 
этапах и являются их развитием (как с точки зрения единой теории, так и с точки зрения 
плана проведения научных исследований). Основные результаты и научные выводы работы 
заключаются в следующем. 
В работе рассмотрен рост изолированного дендрита в жидкую фазу системы при 
наличии в ней набегающего потока. Термодиффузионная модель процесса основана на 
стефановском приближении фронтальной границы между растущим кристаллом и 
окружающей его жидкостью и гидродинамических уравнениях Осеена. Из условия 
микроскопической разрешимости на основе линейного анализа устойчивости получен 
критерий устойчивого роста двумерного параболического дендрита с учетом анизотропии 
поверхностного натяжения на межфазной границе кристалл-расплав. Найденный критерий 
содержит ранее полученные критерии для роста изолированного дендрита в 
однокомпонентной среде с конвекцией жидкости и роста изолированного дендрита в 
неподвижной бинарной системе. Показано, что развиваемая теория справедлива при 
произвольных числах Рейнольдса и Пекле, определяемых скоростью набегающего на дендрит 
потока жидкости. Сделано обобщение теории на случай трехмерного дендритного роста. 
Теория дендритного роста адаптирована для кристаллизации в двухфазной зоне 
трехкомпонентных систем. В основной области фазовый переход претерпевает основной 
компонент, а в котектической – два компонента. Разработан метод построения точных 
аналитических решений задачи в основной и котектической двухфазных зонах. Метод 
сводится к переходу в уравнениях и граничных условиях модели к новой независимой 
переменной – доле жидкой фазы. На основе разработанного метода получены точные 
аналитические решения нелинейной системы уравнений с пограничными условиями на 
неизвестных границах фазовых переходов. Найдены распределения температуры и 
концентраций примеси, доли твердой и жидкой фаз, скорость затвердевания и протяженности 
котектической и основной двухфазных зон. Показано, что концентрация примеси основного 
компонента убывает во всей области фазового превращения, а концентрация примеси второго 
 145 
примесного компонента имеет максимум в основной двухфазной области. 
Теория дендритного роста в области фазового перехода обобщена на случай 
турбулизации жидкости в океане. В работе развита математическая модель процесса 
кристаллизации при наличии анизотропной и неоднородной области фазового превращения с 
учетом конвективного тепломассопереноса. Изложен механизм нарушения устойчивости 
процесса, заключающийся в конвективном переносе тепла и примеси по заполненным 
жидкостью каналам области фазового перехода. Проведен линейный анализ устойчивости с 
учетом течения среды в жидкой фазе системы, диффузии примеси в двухфазной зоне и 
зависимости коэфициентов переноса от фазового состава среды. Найден параметр эволюции 
возмущений для изотропной, однородной и анизотропной, неоднородной сред; получены 
кривые нейтральной устойчивости процесса. Показано, что учет диффузии примеси и 
увеличение неоднородности зоны фазового перехода расширяют область неустойчивости, а 
уменьшение анизотропии приводит к ее сужению. Получен новый критерий конвективной 
(морфологической) неустойчивости процесса кристаллизации с двухфазной зоной, который 
существенно увеличивает область неустойчивости при возрастании скорости конвективного 
течения расплава. 
Разработана теория кристаллизации льда в трещинах от холодной границы с 
атмосферой, в которой учтены процессы роста второго слоя льда (ложного дна) снизу от 
океана к атмосфере вследствие проникновения талой воды в подледовое пространство в 
весенне-летний период времени. Показано что процессы кристаллизации сверху и снизу 
являются независимыми друг от друга вследствие того, что две зоны фазового перехода 
разделены между собой слоем пресной воды нулевой температуры. Определены 
распределения температуры, солености морской воды, доли твердой фазы в обоих 
двухфазных регионах. Найдены законы нестационарной миграции границ фазовых переходов 
и скорости их движения.  
 
В 2011 году выполнены следующие публикации по проекту: 
 
1. Александров Д.В., Асеев Д.Л., Малыгин А.П. К теории процессов затвердевания с 
неравновесной двухфазной зоной // Расплавы, 2011, N 1, С. 16-30. 
2. Alexandrov D.V., Malygin A.P. Convective instability of solidification with a phase 
transition zone // JETP, 2011, Vol. 112, N 4, P. 596-601. 
3. Иванов А.А., Малыгин А.П. Нелинейные эффекты при направленной 
кристаллизации трехкомпонентных расплавов с образованием двухфазных зон // Расплавы 
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(принята в печать). 
4. Александров Д.В., Нетреба А.В., Малыгин А.П. К теории направленной 
кристаллизации с зоной фазового перехода при наличии конвекции и кинетики в расплаве // 
Тезисы докладов, “XVII Зимняя школа по механике сплошных сред”, Пермь, 28 февраля – 3 
марта 2011, P. 22. 
5. Alexandrov D.V., Malygin A.P., Galenko P.K. Effect of a Forced Flow on 3D Dendritic 
Growth in Binary Systems // Proc. 8
th
 International Conference on Heat Transfer, Fluid Mechanics 
and Thermodynamics, 11 – 13 July 2011 Pointe Aux Piments, Mauritius, P. 299-304. 
 
 
Результаты выполнения НИР будут использованы: 
 
 
1. Для получения новых выводов и дальнейшего развития знаний о динамике фазовых 
переходов при замерзании льда. 
2. Для обновления лекционных курсов, читаемых студентам, таких как «Аналитические 
методы механики сплошных сред», «Тепломассоперенос», «Физика», написания пособий и 
учебно-научных монографий. 
3. Для повышения квалификации молодых кадров в области геофизики, защиты 
кандидатских диссертаций членами группы, выполнения квалификационных работ членами 
группы - студентами. 
 
Обобщение и оценка результатов исследований в сравнении с современным научно-
техническим уровнем 
 
Проведенные в рамках настоящего проекта исследования находятся на мировом 
уровне развития данного научного направления. Это, в частности, подтверждается тем, что 
результаты исследований опубликованы в престижных реферируемых тематических 
журналах, докладывались на отечественных и международных конференциях и вошли в 
кандидатские диссертации членов коллектива. 
 
Обобщением проведенных исследований является решение поставленных в проекте 
задач, которое сводится к следующим обобщающим проект результатам: 
На основании анализа литературных источников и проведения прогнозных 
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исследований были выбраны оптимальные методы решения рассматриваемых проблем (с 
учетом дополнительных работ, учитывающих развитие ложного (второго) дна).  
Были разработаны математическая модель и метод ее решения для процессов 
замерзания воды в трещинах океанических льдов при учете турбулентных течений жидкости 
в океане и протяженной области фазового перехода (области совместного существования 
твердой и жидкой фаз) – двухфазной зоны. Математическая модель была разработана на 
основе работ коллектива авторов по данной проблеме (Д.В. Александров, А.П. Малыгин // 
Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; Д.В. Александров, И.Г. Низовцева, Доклады АН // 
2008, Т. 419, N 2, С. 262-265; D.V. Alexandrov, A.P. Malygin, I.V. Alexandrova // Annals of 
Glaciology, 2006, V. 44, P. 118-122), где была разработана модель и метод ее решения для 
изотермического океана и идеальных условий процесса – без учета течений жидкости и ее 
турбулизации вблизи растущей границы зоны льда и океана. 
На основе методов решения, развитых в этих работах был разработан метод решения 
задачи при учете турбулентных течений жидкости в океане и его неизотермичности. Были 
определены распределения температуры и солености, доли твердой фазы в области фазового 
перехода, исследована динамика положений границ фазового перехода лед – двухфазная зона 
и двухфазная зона – океан. Эти характеристики процесса позволили рассчитать поправки к 
тепловому потоку, исходящему с поверхности льда в атмосферу, которые вызваны 
замерзанием воды в трещинах льда. 
Данные исследования были проведены с учетом дополнительных работ, учитывающих 
развитие ложного (второго) дна). 
Были разработаны математическая модель и методы ее решения для исследования 
влияния волновых течений жидкости на процессы роста океанических льдов (на межфазную 
границу лед – морская вода) при учете пористости льда, протяженной области фазового 
превращения, неоднородного распределения давления. Был произведен анализ 
морфологической устойчивости, который позволил определить критические значения 
частоты колебаний и волнового числа (в зависимости от параметров системы) при которых 
происходит наступление режима неустойчивости (при таком режиме роста льда происходит 
значительное изменение его структуры и проницаемости). Данные исследования 
базировались на работах коллектива авторов в данном направлении (Д.В. Александров, А.П. 
Малыгин // Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; D.V. Alexandrov // J. Crystal Growth, 
2001, V. 222, P. 816-821; D.V. Alexandrov, D.L. Aseev // J. Fluid Mech., 2005, V. 527, P. 57-66; 
D.V. Alexandrov, I.G. Nizovtseva // Int. J. Heat Mass Trans., 2008, V. 51, P. 5204-5208; Д.В. 
Александров // Доклады АН, 2008, Т. 422, N 3, С. 322-326). Такое исследование позволило 
 148 
определить потоки тепла и массы на границе лед – океан с учетом рассматриваемых 
процессов (обычно в геофизических расчетах граница лед – океан считается гладкой). 
Были разработаны математическая модель и методы ее решения для дендритного 
роста льда (роста отдельно взятых выступов) при учете турбулизации жидкости на его 
поверхности. Данное исследование позволило изучить динамику роста изолированных 
дендритных структур, растущих в переохлажденной морской воде, с учетом течений 
жидкости вблизи межфазной границы лед – океан. Были разработаны модели и методы их 
решения для кристаллизации воды в трещинах льдов с учетом процессов образования и роста 
ложного дна. Данные исследования базировались на предыдущих работах коллектива 
авторов в данном направлении (Д.В. Александров, А.О. Иванов // Доклады АН, 2002, Т. 385, 
N 3, С. 323-327; D.V. Alexandrov, A.P. Malygin // Int. J. Heat Mass Trans., 2006, V. 49, P. 763-
769; Д.В. Александров // ЖЭТФ, 2009, Т. 135, вып. 5, С. 942-950; Д.В. Александров, А.П. 
Малыгин // Доклады АН, 2006, Т. 411, N 3, С. 390-394; Д.В. Александров, И.Г. Низовцева, 
Доклады АН // 2008, Т. 419, N 2, С. 262-265). Были определены температурное поле, поле 
солености, положение межфазной границы, исследована эволюция переохлаждения в 
жидкости, определены поправки к тепловому потоку, вызванные совместным замерзанием 
воды в трещинах льда (в направлении океана) и ростом ложного дна (в обратном 
направлении). Такое исследование позволило изучить динамику роста дендритных структур 
льда в метастабильной переохлажденной морской воде и определить влияние ложного дна на 
замерзание воды в трещинах льда. 
 
Разработка рекомендаций по использованию результатов НИР при создании научно-
образовательных курсов. Методическое обеспечение образовательного процесса 
 
Обобщающие проект результаты, сформулированные выше, составили обновленную 
тематику лекционных и практических занятий по спецкурсам  «Аналитические методы 
механики сплошных сред», «Тепломассоперенос» в приложении к задачам геофизики и по 
общему курсу «Физика» в разделе «Явления переноса». Внедрение полученных результатов в 
учебный процесс (чтение лекций и проведение практических занятий) осуществляется 
профессором кафедры математической физики Д.В. Александровым и доцентом кафедры 
математической физики А.П. Малыгиным. Кроме этого, члены научного коллектива 
руководят дипломными и курсовыми работами студентов, тематика которых базируется на 
результатах настоящего проекта. Полученные результаты вошли в учебное пособие 
«Гидродинамика вязкой жидкости» (в части новых разработок по течению жидкости в 
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каналах двухфазной зоны и в части постановки турбулентных граничных условий на 
межфазных поверхностях), являющееся методическим обеспечением образовательного 
процесса. 
 
Разработка рекомендаций по возможности использования результатов проведенных 
НИР в реальных секторах экономики 
 
Поскольку используемые при изучении кристаллизации льдов математические модели 
являются задачами Стефана с подвижными областями фазовых переходов, их применение 
выходит далеко за рамки изучаемых геофизических задач. Так, например, найденные в 
проекте решения описывают затвердевание металлов, которое ответственно за формирование 
их микроструктуры и свойств. Для использования результатов проекта в металлургии 
требуется лишь заменить физические параметры морской воды на параметры изучаемых 
сплавов. Поэтому все результаты проекта переносятся со сделанной оговоркой на 
моделирование динамики затвердевания сплавов в конкретных физико-химических условиях 
реализации процессов на практике. С этой точки зрения, полученные результаты определяют 
оптимальные параметры кристаллизующейся системы для получения заданной структуры 
примесного распределения в затвердевшем материале. Оптимизация процессов 
затвердевания металлов и представляет собой рекомендации использования разработанных 
моделей и построенных решений в реальных секторах экономики. 
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Приложение 
 
Образование двухфазной зоны перед плоским фронтом замерзания 
 
Хорошо известно, что при определенных условиях перед плоским фронтом 
затвердевания может возникать концентрационное переохлаждение, которое приводит к 
появлению метастабильной области перед фронтом. В этой переохлажденной области 
возможен рост кристаллов в форме дендритов, объемная кристаллизация на включениях 
примеси и т.д. Так как эта зона является переходной между уже сформировавшимся  
кристаллом и расплавом, она получила название двухфазной. 
В случае образования двухфазной зоны картина кристаллизации меняется коренным 
образом. В частности, становится неприменимой классическая термодиффузионная модель 
Стефана. Для описания процесса кристаллизации можно использовать одну из 
математических моделей двухфазной зоны.  
Рассмотрим процесс направленной кристаллизации в области длины L. Области 
)(0    и L  )(  заполнены кристаллом и жидким бинарным расплавом 
соответственно (здесь )(  - положение границы фронта кристаллизации на момент времени 
 ). Фронт начинает движение от охлаждаемой границы 0 , точнее, из положения )0(  
и движется по направлению к противоположной стенке L . Процесс затвердевания в 
твердой фазе и расплаве описывается следующими уравнениями теплопроводности и 
диффузии (диффузией в твердой фазе традиционно пренебрегаем): 
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D , L  )(  (2,3) 
 
Здесь s и l - температуры кристалла и расплава, sa и la - соответствующие коэффициенты 
температуропроводности,   и D  - концентрация примеси и коэффициент диффузии в 
расплаве. 
Рассмотрим два режима охлаждения левой границы области: 
1. Отводимый тепловой поток линейно увеличивается со временем (вынужденное 
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(«активное») охлаждение) 
 



 all
s
s g 


, 0  (4) 
 
2. Теплообмен с окружающей средой через левую стенку осуществляется по закону Ньютона 
(естественное («пассивное») охлаждение) 
 
)( Esp
s
s 


 
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, 0 , (5) 
 
где a - коэффициент охлаждения, p - коэффициент теплообмена, E - температура 
окружающей среды, s и l - коэффициенты теплопроводности в твердой фазе и расплаве, lg  
- градиент температуры в расплаве. 
В некоторый момент времени *   перед плоским фронтом кристаллизации может 
возникнуть концентрационное переохлаждение, т.е. состояние, при котором градиент 
концентрации примеси превышает температурный градиент на фронте кристаллизации 
вследствие вытеснения примеси движущимся фронтом: 
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 lm , )(  , 
 
где m - наклон линии ликвидуса.  
Последнее приводит к образованию впереди фронта  двухфазной зоны, в которой происходит 
фрактальный рост элементов твердой фазы. Процессы, происходящие в двухфазной зоне, 
описываются уже другими уравнениями, поэтому вышеприведенные модели для «активного» 
(4) и «пассивного» (5) режимов затвердевания, строго говоря, справедливы только на 
временах *  . Время *  зарождения двухфазной зоны будем определять из условия: 
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
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Вышеописанная модель представляет собой задачу с неизвестными подвижными 
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границами. Для приведения этой задачи к стандартному виду (с неподвижными границами) 
было использовано преобразование координат отдельно для областей кристалла и расплава. 
Таким образом, исходную задачу удалось свести к системе параболических уравнений в 
частных производных с переменными коэффициентами, определенных на фиксированных 
областях. Аналогично были преобразованы начальные и граничные условия. Решение 
системы проводилось по неявной четырехточечной конечно-разностной схеме с точностью 
)( 2 hO . Здесь ,h шаги пространственной и временной сеток. Преимуществами данной 
схемы являются простота реализации и слабая зависимость сходимости от отношения /h  
при расчетах на небольших отрезках времени. Численное решение СДУ на i -м шаге )( i   
сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений порядка hN /1 , причем 
матрица системы имеет трехдиагональный вид и обладает диагональным преобладанием, что 
дает возможность решить СЛУ методом прогонки за время )(NO . При расчетах, результаты 
которых приведены в статье, использовалась однородная пространственно-временная сетка.  
На рис. 1 видно, что скорость затвердевания является линейной функцией времени до 
момента образования двухфазной зоны. Положение фронта кристаллизации, соответственно, 
меняется по параболическому закону. Большие значения коэффициента «активного» 
охлаждения a  соответствуют более быстрому процессу кристаллизации, т.к. увеличивается 
отвод тепла через левую охлаждаемую границу. Это приводит к более раннему зарождению 
двухфазной зоны. Аналогичное влияние на время зарождения двухфазной зоны оказывает и 
увеличение градиента температуры в расплаве (фактически, теплового потока, подводимого к 
образцу через правую стенку): с ростом lg  (при фиксированном a ) время зарождения 
увеличивается (см. рис. 2). Это объясняется тем обстоятельством, что при больших значениях 
градиента lg  растущему кристаллу необходимо вытеснить большее количество примеси, 
чтобы удовлетворить условию концентрационного переохлаждения (6) и, следовательно, 
пройти для этого большее расстояние и затратить большее время. Также из рис. 2 видно, что 
при уменьшении скорости охлаждения положение образующейся двухфазной зоны все более 
сдвигается к правой границе. Время кристаллизации при этом также увеличивается.  
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На рис. 3 и 4 изображены результаты расчетов для случая «пассивного» охлаждения. 
Видно, что скорость кристаллизации медленно уменьшается с увеличением времени, 
поскольку область остывает при постоянной температуре окружающей среды. Рис. 4 
иллюстрирует зависимости времени *  зарождения двухфазной зоны и положения фронта 
кристаллизации на момент времени *  от коэффициента теплообмена p . В общем, 
физическая ситуация здесь аналогична режиму «активного» охлаждения с поправкой на 
изменения характера исследуемых зависимостей.  
 
